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Apresentacao

APRESENTACAO A EDICAO BRASILEIRA

Com grande frequéncia, o ensino da Matematica nas universidades pega de surpresa os alunos que acabaram de
concluir o Ensino Médio. E, com a mesma frequéncia, esse choque acaba desestimulando os estudantes, fazen-
do-os se sentirem despreparados, ou no minimo inseguros, para a faculdade. O calouro de um curso superior de
Matematica, Fisica, Engenharia, Economia, Administracdo ou mesmo Biologia fica desorientado perante tantos
conceitos novos em disciplinas como matemadtica basica, cdlculo diferencial e integral, dlgebra linear e geometria
analitica, as quais exigem independéncia de pensamento. O Ensino Médio, em geral, ndo apresenta esses conceitos
de maneira que se forme, na mente do aluno, um tnico corpo de conhecimento que deve visar a um propdsito bem
definido.

E para preencher essa lacuna que existem livros como esta obra. O livro de Safier cumpre o papel de abordar
de maneira muito direta e acessivel a matematica basica e elementar fundamental para a compreensdo do cédlculo
diferencial e integral. O autor ndo € excessivamente rigoroso, mas expde, de maneira clara e didatica, os topicos
mais importantes para um curso de pré-célculo, além de apresentar inimeros exercicios.

Com base na minha longa experiéncia nos diversos niveis de ensino, recomendo este livro ndo apenas como
referéncia para o estudo de pré-calculo, mas também como um texto suplementar a cursos mais avangados, como é
o caso do célculo diferencial e integral e da geometria analitica.

ADONAI S. SANT’ANNA
Professor e tradutor desta obra
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PREFACIO DA SEGUNDA EDICAO

Esta edicao foi expandida, incluindo agora material sobre taxa de variagdo média, custo e demanda, forma polar de
nimeros complexos, secdes conicas em coordenadas polares e a estrutura algébrica do produto interno. Foi acres-
centado um capitulo (Capitulo 45), como uma introdugdo ao calculo diferencial, assunto que agora aparece em
muitos livros de pré-calculo. Mais de 30 problemas resolvidos foram adicionados, bem como mais de 110 proble-
mas suplementares.

Agradecemos Anya Kozorez e sua equipe da McGraw-Hill, e a Madhu Bhardwaj e sua equipe no International
Typesetting and Composition. Além desses, o autor gostaria de agradecer aos leitores (poucos, felizmente) que
enviaram corregdes, em particular D. Mehaffey e B. DeRoes.

Acima de tudo, o autor deve agradecimentos mais uma vez a sua esposa Gitta, cuja cuidadosa atencio eliminou
diversos erros. Novos erros percebidos pelos leitores podem ser encaminhados para fsafier@ccsf.edu ou fsafier@
cesf.cc.ca.us.

Fred Safier
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PREFACIO DA PRIMEIRA EDICAO

Uma disciplina de pré-célculo € elaborada a fim de preparar estudantes de graduacio para o nivel de habilidades
algébricas e conhecimentos esperado em uma disciplina de calculo. Para tal, sdo revistos topicos de dlgebra e tri-
gonometria, enfatizando aqueles conteddos com os quais se requeira certa familiaridade em célculo. Fungoes e
graficos sdo conceitos fundamentais.

Este livro foi escrito como um complemento para disciplinas de graduagdo em pré-cdlculo. A obra € dividi-
da em 44 capitulos e abrange operacgdes algébricas basicas, equacdes e inequagdes, funcdes e graficos e fungdes
elementares usuais, tais como polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas. A trigonometria € abordada do
Capitulo 20 ao 29, e € dada énfase para as funcdes trigonométricas como definidas no circulo trigonométrico uni-
tario. Matrizes, determinantes, sistemas de equacdes, geometria analitica de secdes cOnicas e matemadtica discreta
s30 os topicos dos capitulos finais.

No inicio dos capitulos, sdo apresentadas defini¢des bdsicas, principios e teoremas, acompanhados de exem-
plos elementares. O cerne de cada capitulo estd nos problemas resolvidos que apresentam o material em ordem 16-
gica e conduzem o estudante ao desenvolvimento do assunto. Os capitulos terminam com problemas complemen-
tares e respectivas respostas. Tais problemas fornecem um aprofundamento no assunto e desenvolvem ideias novas.

O autor gostaria de agradecer seus amigos e colegas, especialmente F. Cerrato, G. Ling e J. Morell pelas pro-
veitosas discussdes. Agradecimentos também a equipe da McGraw-Hill e ao revisor do texto, por sua valiosa ajuda.
Mas, principalmente, o autor expressa sua gratiddo a sua esposa Gitta, cuja cuidadosa leitura, linha ap6s linha, do
manuscrito original, eliminou numerosos erros. Erros que ainda persistirem sao de inteira responsabilidade do
autor. Estudantes e professores que encontrarem falhas sdo convidados a enviar e-mail para fsafier @ccsf.cc.ca.us.
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Preliminares®

OS CONJUNTOS DE NUMEROS USADOS EM ALGEBRA

Sdo, em geral, subconjuntos de R, o conjunto dos nimeros reais.

Numeros naturais N

S0 os ndmeros empregados em processos de contagem, p. ex., 1, 2, 3, 4,...

Inteiros Z

Os nimeros para contagem, acrescidos de seus opostos e 0, p. ex., 0, 1,2, 3,... =1, =2, =3,...

Numeros racionais Q

O conjunto de todos os niimeros que podem ser escritos como quocientes a/b, b # 0, sendo a e b inteiros, p. ex.,
3/17;10/3; —5,13;...

Numeros irracionais H

2 . ~ ~ . . 3
Todos os niimeros reais que ndo sdo racionais, p. ex., m, V2, \/g, /3, ...

Exemplo 1.1 O niimero —5 é elemento dos conjuntos Z, Q € R. O niimero 156,73 é um elemento dos conjuntos
Q e R. O nimero 57 € pertencente aos conjuntos H e R.

AXIOMAS PARA O SISTEMA DOS NUMEROS REAIS

Ha duas operacgdes fundamentais, adi¢do e multiplicagdo, que apresentam as seguintes propriedades (a, b e ¢ sdo
numeros reais arbitrarios):

Leis de fechamento

A somaa + beoproduto a - b ou ab sdo nimeros reais Ginicos.

Leis de comutatividade

a + b = b + a: aordem € irrelevante na adicao.
ab = ba: a ordem € irrelevante na multiplicag@o.

* N. de T.: E importante frisar que as nogdes apresentadas neste livro sdo de cardter intuitivo, ou seja, nao formal, uma vez que
a presente obra trata de pré-cdlculo e ndo de andlise matemadtica ou fundamentos da matemdtica.
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Leis associativas
a+ (b+c)=(a+ b)+ c:oagrupamento* € irrelevante em adicdes repetidas.
a(bc) = (ab)c: o agrupamento € irrelevante em multiplicacdes repetidas.

Nota: (removendo parénteses): Uma vezquea + (b + ¢) = (a + b) + ¢,a + b + ¢ pode ser escrito significando
qualquer um dos lados da igualdade.

Analogamente, ja que a(bc) = (ab)c, abc corresponde a qualquer um dos lados da igualdade.

Leis distributivas

a(b + ¢) = ab + ac; também (a + b)c = ac + bc: multiplicacio € distributiva em relago a adicao.

Leis de identidade

Existe um dnico nimero 0 com a propriedade de que 0 + a =a + 0 = a.
Existe um dnico nimero 1 com a propriedadedeque 1 -a=a-1 = a.

Leis de inverso

Para qualquer niimero real a, existe um real —a, talque a + (—a) = (—a) + a = 0.

Para qualquer real a diferente de zero, existe um niimero real ¢!, tal que aa™' = a 'a = 1.
—a é chamado de inverso aditivo ou negativo de a.

a~'é chamado de inverso multiplicativo ou reciproco de a.

Exemplo 1.2 Leis associativa e comutativa. Simplifique (3 + x) + 5.
B+x)+5=x+3)+5 Lei comutativa
=x+@B+)5) Lei associativa
=x+8

Exemplo 1.3 Distributividade dupla. Mostre que (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd.
(a+b)(c+d) =alc+d)+ blc+d pela segunda forma da lei distributiva
=ac + ad + bc + bd pela primeira forma da lei distributiva

LEIS DE FATOR ZERO

1. Para cada nimeroreala,a - 0 = 0.
2. Seab =0,entdioa =0oub = 0.

LEIS PARA OS NEGATIVOS

—(—a)=a

(—a)(—b) = ab

—ab = (—a)b = a(—b) = —(—a)(—Db)
(—a=—a

Ll

SUBTRAGAO E DIVISAO

Definicao de subtracdo: a—b=a + (—b)
F=atb=a b Dessemodo,b ! =1-b1=1+b=
Nota: Uma vez que 0 ndo admite inverso multiplicativo, a + 0 néo € definido.

1

Definicao de divisao: 3

* N. de T.: A expressdo “agrupamento” se refere a termos, fatores ou expressdes em geral que se encontram entre parénteses,
colchetes ou chaves.
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LEIS PARA QUOCIENTES

[ -4_—4_4a__"4
b b b b
2. 4_4
C-b b
3. %: % se, e somente se, ad = bc
4. % = k—Z, para qualquer k real ndo nulo. (Principio fundamental de fragdes)

PROPRIEDADES DE ORDEM

Os niimeros reais positivos, denotados por R*, sdo um subconjunto dos nimeros reais e apresentam as seguintes
propriedades:

1. SeaebestioemR*, entdo a + b e ab também estio.
2. Para cada ndmero real a, ou a pertence a R*, ou a € zero, ou —a estiem R*.

Se a estd em R*, a € dito positivo; se —a € elemento de R, a é chamado de negativo.
O niimero a é menor que b e escrevemos a < b, se b — a € positivo. Logo, b é maior que a e escrevemos b > a.
Se a € menor ou igual a b, isso € representado por a = b. Logo, b € maior ou igual a a, e escrevemos isso como b = a.

Exemplo 1.4 3 <5 porque 5 — 3 = 2 é positivo. —5 < 3 porque 3—(—5) = 8 € positivo.
O que se segue pode ser deduzido conforme as defini¢cdes acima:

1. a > 0 se, e somente se, a € positivo.
Se a # 0, entdo a*> 0.
Sea<b,entioa +c<b + c.

~ Jac<bc sec>0
4. Se a < b, entdo
ac>bc sec<0
Para qualquer nimero real a,oua > 0,oua = 0, oua <O0.

Sea<beb<c,entioa < c.

won

o w

A RETA REAL

Numeros reais podem ser representados por pontos em uma reta /, tal que a cada nimero real a corresponda exata-
mente a um ponto sobre /, e reciprocamente.

Exemplo 1.5 Represente o conjunto {3, —5, 0, 2/3, \/g, —1,5, —ar} sobre uma reta real.

-5 -n -1.5 0 273 b 3
1 1 1 g1 1 1 4 1 1 1 g1 1 I1gt 4 1 | | >
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1-1

VALOR ABSOLUTO DE UM NUMERO

O valor absoluto de um ndmero real a, representado por | a |, € definido como:

| a sea=0
lal=1_
a sea<0
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NUMEROS COMPLEXOS

Nem todos os nimeros séo reais. O conjunto C dos niimeros da forma a + bi, onde a e b sdo reais e i’ = —1, é
chamado de conjunto dos nimeros complexos. Como todo nimero real x pode ser representado na forma x + 0i,
segue que todo nimero real também € complexo.

1 .
Exemplo 1.6 3-+~—4 =3+2i, —5i, 27, 5 + gi sdo exemplos de nimeros complexos nio reais.

ORDEM DE OPERAGCOES

Em expressdes envolvendo combinagdes de operagdes, a seguinte ordem € observada:

1. Primeiramente, execute operacdes entre simbolos agrupados. Se os simbolos agrupados estdo dentro de outro
agrupamento de simbolos, proceda a partir dos agrupamentos mais internos para os mais externos.
2. Calcule expoentes antes de multiplicacdes e divisdes, a ndo ser que o agrupamento de simbolos indique o contrario.

3. Calcule multiplicacdes e divisdes, da esquerda para a direita, antes de calcular adi¢des e subtracdes (também
da esquerda para direita), a ndo ser que os simbolos de operagdes indiquem o contrério.

Exemplo 1.7 Calcule (a)—5 — 3% (h)3 — 4[5 — 62 — 8)1,(0)[3 — 85— (—1 —2-3)] - (32 — 52
(@ —-5-3=-5-9=—14
(b) 3—4[5—6(2—8)] =3 — 4[5 — 6(—6)]
=3 — 4[5 + 36]
=3 —4[41] =3 — 164 = —161
(© B-8-5-(-1-2:3)] -3 —5)2=[3-85—(—1-6)](9— 25
=B-B-5—- (Nl (-167
[3 — 40 + 7] - 256
= —30-256 = 7, 680

Problemas Resolvidos

1.1 Demonstre a lei distributiva estendida a(b + ¢ + d) = ab + ac + ad.

alb+c+d)=allb+ c)+d] Lei associativa
=alb+c)+ad Lei distributiva
=ab + ac + ad Lei distributiva

1.2 Prove que a multiplicacdo € distributiva em relag¢@o a subtragdo: a(b — c) = ab — ac.

alb —c¢) = alb + (—o¢)] Definicao de subtracdo
=ab + a(—c) Lei distributiva

=ab + (—ac) Leis para os negativos
=ab — ac Defini¢ao de subtracao
1.3 Mostre que —(a + b) = —a — b.
—(a + b) = (—1)a + b) Leis para os negativos
=(—Da+ (Db Lei distributiva
=(—a) + (=b) Leis para os negativos

=—-a—-b> Defini¢ao de subtracdo
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1.4 Mostre que se % = 2 entdo ad = bc.

. a c .~ ... oa_c¢ . . _ _
Considere 3-7 Pela definicdo de divisao, 3 = ’l significa que ab™!' = c¢d™!. Logo,
ad =ad - 1 Lei de identidade
= adbb™! Lei de inverso
= ab~'db Leis associativa e comutativa

cd™'db Por hipétese
=c-1-b Lei de inverso

= bc Leis de identidade e comutativa

1.5 Provequesea < b,entdoa + ¢ <b + c.

Considere que a < b. Logo b — a é positivo. Masb —a=b —a +0=>b —a + c + (—c¢), de acordo com as leis de
identidade e inverso. Comob —a + ¢+ (—c)=b —a+ c — c=b + ¢ — (a + c¢) pela definicdo de subtragdo, pelas
leis associativa e comutativa e pelo Problema 1.3, segue que b + ¢ — (a + ¢) € positivo. Logoa + ¢ < b + c.

1.6 Identifique como membros dos conjuntos N, Z, Q, H, R ou C:
(@) =7 (b) 0.7 (o) V7;
7
(d) 6 (e) N7

(a) —7 é um inteiro negativo; portanto € também racional, real e complexo. —7 € elemento de Z, O, R e C.
(b) 0,7 = 7/10; logo € um nimero racional e, por isso, € real e complexo. 0,7 pertence a Q, R e C.

(c) ﬁ ¢ um nimero irracional; desse modo, € também real e complexo. \ﬁ é elementode H, R e C.

(d) %nﬁo ¢ definido. Nao € elemento de qualquer um desses conjuntos.

(e) V—7 ndo € ndimero real, mas pode ser escrito como i \ﬁ ; portanto, € um nimero complexo. v/—7 estd em C.
1.7 Verifique se € verdadeiro ou falso:
(@) —7< -8 (b)y ™ =122/7 (¢) x*= 0 para todo real x.

(a) Como (—8) — (—7) = —1 é negativo, —8 < —7; portanto, a sentenca ¢ falsa.
(b) Uma vez que 7 € um numero irracional* e 22/7 € racional, a afirmacao € falsa.

(c) Isso segue da propriedade 2 para desigualdades; a sentenga € verdadeira.

1.8 Reescreva o que se segue sem usar o simbolo para valor absoluto e simplifique:

(a) 13 — 5l (b) 131 — 151 (c) 12 — a7l
(d) Ix —5lsex>5 (e) Ix+6lsex<—6

(a) 13=5I=1=-21=2 () 131 =151=3—-5=-2

(c¢) Como 2 < ,2 — 7 é negativo. Porisso, 12 — 7wl = -2 —m) =7 — 2.

(d) Dado que x > 5, x — 5 € positivo. Logo, Ix — 51 = x — 5.
(e) Dado que x < —6,x — (—6) = x + 6 € negativo. Desse modo, Ix + 6/ = —(x + 6) = —x — 6.

* N. de T.: Existem demonstracdes bem conhecidas para a irracionalidade de 7, mas este ¢ um contetido que foge do escopo
deste livro.
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Problemas Complementares

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

Identifique a lei que justifica cada uma das seguintes sentencas:

(@ 2x+3)+5=2x+ 3 +)5) b) 2x+ (5 +3x)=2x+Bx+5)

© Px+y)y=x-x+x>y (d) 100[0,01(50 — x) ] = [100(0,01)](50 — x)

(e) Sea+ b=0,entdo b = —a. (H Se(x —5)(x+3)=0,entdox —5=0oux+3=0.

Resp. (a) Lei associativa para adicdo (b) Lei comutativa para adi¢ao
(¢) Lei distributiva (d) Lei associativa para multiplicag@o.

(e) Lei de inverso para adi¢do  (f) Lei de fator zero

As seguintes sentengas sao verdadeiras ou falsas?
(a) 3 € um numero real. (b)y m= 3,14
(¢) x—=51=x+5 (d) Todo nimero racional € também um nimero complexo.

Resp. (a) verdadeira; (b) falsa; (c¢) falsa; (d) verdadeira

Insira a desiguadade adequada entre os nimeros que se seguem:

(a) 97 -8 (b) 4 (o) l?0,33
22 3

() =2 (e) —141472 -2

Resp. (a) >; (b)) <; (o) >3 (d) > (e) >

a ¢ . . _
Mostre que se ad = bc, entdo " = 7 (Sugestdo: Assuma, por hipétese, que ad = bc; em seguida comece com ab™! e

transforme essa expressio em cd ~ !, por analogia ao Problema 1.4.)

a ak , . . . a c
Prove que 3 = T ¢é consequéncia da lei que diz que 3 = rl se, e somente se, ad = bc.

Reescreva o que se segue sem usar o simbolo de valor absoluto e, ento, simplifique:
(@ (=5) = [~(=9)] B — 12— 14
(c) 6 —x,sex>06 (d) —1—4 — X

Resp. (@) 141 (b) 14 -2 (© x—6; (d) —4—

Calcule (a) 2-3—4-5% (b) 7+3[25—8) —4] (c) {4-8—6[7—(5—8)?}?
Resp. (a) —94; (b) —23; (c) 1936

Considere o conjunto {—5, —%, 0, \/g, T, %, @}
(a) Quais elementos desse conjunto pertencem a N?
(b) Quais elementos desse conjunto pertencem a Z?
(c) Quais elementos desse conjunto pertencem a Q?

(d) Quais elementos desse conjunto pertencem a H?

Resp. (@) \J625; (b) =5.0.4/625; (¢) =5, -3, 0,2 J625: (@) V5. =

Um conjunto ¢ fechado em relagdo a uma operagio se o resultado da aplicagdo dela para quaisquer elementos do con-
junto também pertence ao conjunto. Logo, os inteiros Z sdo fechados em relagio a +, enquanto os nimeros irracionais
H nio sdo, uma vez que, por exemplo, 7 + (—) = 0, que ndo ¢ irracional. Identifique como verdadeiro ou falso:

(a) Z é fechado em relagdo a multiplicag@o.
(b) H é fechado em relagdo a multiplicagao.
(c) N éfechado em relagdo a subtracio.

(d) Q é fechado em relacao a adig@o.

(e) Q éfechado em relagio a multiplicagao.

Resp. (a) verdadeiro; (b) falso; (c) falso; (d) verdadeiro; (e) verdadeiro



Polindbmios

DEFINIGAO DE POLINOMIO

Um polindmio é uma expressdo que pode ser escrita como um termo ou uma soma de termos da forma
ax'ixh ... x" sendo a uma constante € x,, . . . , x, varidveis. Um polindmio de um termo € chamado de monémio.
Um polindmio de dois termos € dito binomio. Um polindmio com trés termos € chamado de trindmio.

2 35,2 2 4 = AL
Exemplo 2.1 5, —20, m, t, 3x*, —15x%y, F¥y*zw sd0 mondmios.

Exemplo 2.2 x + 5,x*>— y% 3x°y" — V/3x37 sio bindmios.

Exemplo 2.3 x + y + 4z,5x*> —=3x + 1, x> — y3 + £, 8xyz — 5x%y + 20£u sdo trindmios.

O GRAU DE UMTERMO

O grau de um termo em um polindmio € o expoente da varidvel ou, se houver mais de uma varidvel, a soma dos
expoentes das varidveis. Se ndo houver varidveis em um termo, ele € chamado de constante. O grau de um termo
constante € 0.

Exemplo 2.4 (a) 3x® tem grau 8; (b) 12xy°z> tem grau 5; (¢) 7 tem grau 0.

O GRAU DE UM POLINOMIO

O grau de um polindmio com mais de um termo € o maior dos graus dos termos individuais.

Exemplo 2.5 (a) x* + 3x* — 250 tem grau 4; (b) x°’y*> — 30x* tem grau 5; (¢) 16 — x — x'° tem grau 10; (d) x* +
3x’h + 3xh* + h® tem grau 3.

TERMOS SEMELHANTES E DISSEMELHANTES

Dois ou mais termos sdo chamados de semelhantes se sdo constantes ou se contém as mesmas variaveis elevadas
aos mesmos expoentes, diferindo apenas, se for o caso, em seus coeficientes constantes. Termos que néo sdo seme-
lhantes sao ditos dissemelhantes.

Exemplo 2.6 3xe 5x, —16x%y e 2x%y, tu’ e 611’ sdo exemplos de termos semelhantes. 3 e 3x, x* € y?, a’b*e a*b®
sdo exemplos de termos dissemelhantes.
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ADICAO

A soma de dois ou mais polindmios € obtida por combina¢do de termos semelhantes. A ordem € irrelevante, mas
polindmios de uma varidvel sdo geralmente escritos em ordem decrescente dos graus de seus termos. Um polind-
mio de uma varidvel x sempre pode ser escrito na forma:

ax"+a _x"" '+ +ax+a,

Essa maneira de escrever € dita padrdo. O grau de um polindmio escrito na forma padrao € imediatamente
identificado como n.

Exemplo 2.7 5x*+ 6x* — 8x + 2x* = 6x* + 5x3 + 2x? — 8x (grau 4)

Exemplo2.8 (X -3+ 8x+7)+ (=52 —12x+3)=x3 =32 +8&+7—-53—12x+3
= —4x> —3x? —4x + 10
SUBTRACAO

A diferenca entre dois polindmios € conseguida usando a defini¢do de subtracdo: A — B = A+(—B). Observe que
para subtrair B de A, escreve-se A — B.

Exemplo2.9 (> —5y+7) — 3y’ —5y+12)=(*—=5y +7) + (=3y*+ 5y — 12)
=y>—=5y+7—=3y> 4+ 5y —12
=-22-5

MULTIPLICACAO

O produto de dois polindmios € obtido pelo uso de varias formas da propriedade distributiva, bem como pelo em-

prego da primeira lei para expoentes: x“x? = x4+t

Exemplo 2.10 X*(3x* —5x* + Tx +2)=x3-3x* = x> - 5> + * - Tx + 13- 2
=3x7 — 5x° + Tt + 2x3

Exemplo 2.11 Multiplique: (x + 2y)(x* — 3x%y + x)?)

(x + 2003 = 3x%y + xy) = (x + 298 — (x + 2y)3x%y + (x + 2y)xy?
= x* + 2x% — 3x%y — 6x%y? 4 x%y? + 2xy?
=x* = XYy — 5x%? + 2xy3

Frequentemente uma disposicdo vertical € empregada para essa situagdo:
X3 = 3x%y + x?
x + 2y
x = 3%y + xH?
23y — 6x%y% + 2xy?
= By — 5x%? + 2x)3

DISTRIBUTIVIDADE DUPLA*

Distributividade dupla para multiplicagdo de dois bindmios:

(@ + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd

* N. de T.: Na versao original, FOIL (First Outer Inner Last). Neste livro, optamos por uma traduco ndo literal.
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Exemplo 2.12 (2x + 3)(4x + 5) = 8x>+ 10x + 12x + 15 = 8x* + 22x + 15

PRODUTOS NOTAVEIS

(a + b)a — b) =a*> — b? Diferenca de dois quadrados
(a + b)> = (a + b)(a + b) = a* + 2ab + b? Quadrado de uma soma
(a — b)? = (a — b)(a — b) = a* — 2ab + b? Quadrado de uma diferenca
(a—b)a*+ab+ b)) =d - b Diferenca de dois cubos
(a + b)a*—ab+ b)) =ad+ b Soma de dois cubos
(a + b)? = (a + b)a + b)? Cubo de uma soma
= (a + b)(a* + 2ab + b?) = a® + 3a*b + 3ab* + b’
(a — b)Y = (a — b)(a — b)? Cubo de uma diferenca

= (a — b)(a* — 2ab + b*) = @ — 3a*b + 3ab* — b’

FATORACAO

Fatorar polindmios corresponde ao processo inverso do uso das leis de distributividade da multiplicacdo. Um poli-
ndmio que ndo pode ser fatorado* € dito primo. Técnicas usuais de fatoragdo incluem colocar em evidéncia um
fator comum, fatorar por agrupamento, reverter os processos usuais envolvendo o uso da distributividade dupla e
formas notaveis de fatoracdo.

Exemplo 2.13 Colocando em evidéncia um fator monomial comum: 3x°> — 24x* 4+ 12x* = 3x3(x*> — 8x + 4)

Exemplo 2.14 Colocando em evidéncia um fator ndo monomial comum:

12(x> — D*Bx + 1)° + 8x(x> — 1)’Bx +1)* = 4(x*> — 1)’Bx + 1)’[3(x*> — 1) + 2x(3x + 1)]
=42 — 1)’Gx + 1’92 + 2x — 3)

E importante observar que o fator comum em tais problemas consiste de bases elevadas ao menor expoente presen-
te em cada termo.

Exemplo 2.15 Fatorando por agrupamento:
3x2 + 4xy — 3xt — 4ty = (3x% + 4xy) — Bxt + 4ty) = x(3x + 4y) — t(3x + 4y) = Bx + 4y)(x — 1)
O reverso da distributividade dupla segue o padrdo abaixo:

X+ @+ bx+ab=x+a)(x+b)
acx® + (bc + ad)xy + bdy* = (ax + by)(cx + dy)

Exemplo 2.16 Reverta a distributividade dupla:
(a) Para fatorar x> — 15x + 50, encontre dois fatores de 50 que somam —15: =5 ¢ —10.
x> —15x + 50 = (x — 5)(x —10)
(b) Para fatorar 4x> + 11xy + 6y, encontre dois fatores para 4 - 6 = 24 que somam 11: 8 e 3.

4x% + 1lxy + 6y? = 4x? + 8xy + 3xy + 6y? = dx(x+ 2y) + 3y(x + 2y) = (x + 2y)(4x + 3y)

* N. de T.: A rigor, todo polindmio pode ser fatorado, pois todo polindmio p pode ser escrito da forma p - (1 + 0). O autor esta
se referindo a formas n@o triviais de fatoragao.
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FORMAS ESPECIAIS DE FATORAGAO

a>—b>=(a+ b)a—b) Diferenga de dois quadrados
a* + b? € primo. Soma de dois quadrados
a’ + 2ab + b> = (a + b)? Quadrado de uma soma
a?> — 2ab + b* = (a — b)? Quadrado de uma diferenca

a + b= (a+ b)a*>—ab + b Soma de dois cubos
a— b= (a— b)a*+ ab + b Diferenca de dois cubos

ESTRATEGIA DE FATORAGAO GERAL

Passo 1 Coloque em evidéncia todos os fatores comuns a todos os termos.

Passo 2 Observe o nimero de termos.

Se o polindmio remanescente apds o passo 1 tem dois termos, procure por uma diferenca de dois quadrados ou
a soma ou diferenca entre dois cubos.

Se o polindmio remanescente apds o passo 1 tem trés termos, procure por um quadrado perfeito ou tente rever-
ter a distributividade dupla.

Se o polindmio remanescente apds o passo 1 tem quatro ou mais termos, tente fatorar por agrupamento.

Problemas Resolvidos

2.1

2.2

23

24

2.5

Determine o grau de: (@) 12; (b) 35x% (¢) 3° —5x*+3x°+9; (d) x*— 64

(a) Esse polindmio tem um termo e nenhuma variavel. O grau € 0.

(b) Esse polindmio tem um termo. O expoente da varidvel € 3. O grau € 3.

(c) Esse polindmio tem quatro termos de graus 3, 4, 2 e 0, respectivamente. O maior grau € 4 e, portanto, o grau do
polindmio € 4.

(d) Esse polindmio tem dois termos de graus 8 e 0, respectivamente. O maior € § e, portanto, o grau do polindmio € 8.

Encontre o grau de: (@) x%y (b) xy — ¥ +7 (c) x* + 4x°h + 6x°h* + 4xh® + h*

(a) Esse polindmio tem um termo. A soma dos expoentes das varidveis € 2+1 = 3 e, portanto, o grau do polindmio € 3.
(b) Esse polindmio tem trés termos de graus 2, 3 e 0, respectivamente. O maior deles € 3, o que implica que o grau do
polindmio € 3.

(c) Esse polindmio tem cinco termos de grau 4 cada e, por isso, o grau do polindmio € 4.

SeA=x>—6x+10eB=3x*—-"7x>+ x+ 1,calcule (@) A+ B (b) A—B.

(@A+B=x—-6x+10)+ B —7x2+x+ 1)
=x>—6x+10+3° -7>+x+ 1
=33 —-6x>—5x+ 11

(b)A—B=@u*—6x+10)— 3 =7x> +x+1)
=x*—6x+ 10— 323+ 7x2 — x —1
=3 +82—-Tx+9

Some 8x* — y} e x* — 5xy* + y.
B =)+ (@ —5x?+y) =8 -y  + 22 — 507 + 33 = 8% + 2% — 5x)?
Subtraia 8x° — y* de x* — 5xy* + y*.

@ =502 +y) =B —y) =2 -5+ — 83 + P = =8 + 12 — 5x)% + 2y°
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2.6 Simplifique: 3x*> — 5x — 5x + 8 — (8 = 5x* + Bx* —x + 1))

32 —5x—Bx+8—-8—52+0Bx2—x+1)=3x2—5x—5x+8—(8 —5x2+3x2 —x + 1))
=3x2—-5%x—Bx+8—(—2x*—x+9)
=32 —-5x—Gx+8+2x*+x—-9)
=3x>—5x—(2x*+ 6x —1)
=x>—1lx+1

2.7 Multiplique: (a) 12x*(x* — xy +y»); (b) (a + b)2a — 3); (¢) Bx — 1)(4x*— 8x + 3)

(a) 12X — xy + y?) = 1202 32 — 12x% - xy + 12x% - y? = 12x* — 12x%y + 12432
®) (a + b)2a — 3) = aa — 3) + b2a — 3)
=2a* — 3a + 2ab — 3b
(© BGx—D@x>—8x+3)=0Bx— Ddx>— Bx — D8 + Bx — 1)3
=123 —4x>— 24>+ 8x + 9x — 3
=12x* —28x*+ 17x — 3

2.8 Multiplique usando uma disposi¢do vertical: (4 p — 3¢)(2 p* — p’q + pq* — 2¢°)

3 3

2p Pq+ pi* — 2
4p — 3q

8p* — 4p’q +4p’q> — 8pg’
—6p’q +3p’¢> — 3pg’ + 6q*
8p* — 10p’q + Tp’¢*> — 1lpg® + 64*

2.9 Multiplique:
(a) (cx —d)(cex +d); (b)) Bx—5)% (¢) (2t — 54~ + 10t + 25);

(d) 4=2x)(1 = x5 (e) [(r—s) +dl(r—s5) —1]

(@) (cx — d)(ex + d) = (cx)> — &= P — d°

b) Bx—5=(3x)*—2(3x-5+ 5*=9x*—30x + 25

() 2t — 54+ 10t + 25) = (21)° — 5° = 87 — 125 usando o padrio da diferenca de dois cubos.

(d) 4(=20)(1 — x°)* = —=8x(1 — x*)°

—8x(1 — 3x* + 3x* — x9 usando o padrdo do cubo de uma diferenga.
— 8x + 24x° — 24x° + 8x7

@Ir=—9+0lr——H0=—sP)—->F2=r—-2rs+s -7 usando o padrio da diferenca de dois
quadrados, seguido pelo quadrado de uma diferenca.

2.10 Faga as operagdes indicadas: (a) (x + h)* — (x — k), (b)) (1 + ).

(@) (x + h)>— (x — b)Y’ = (& + 3x%h + 3xh> + BY) — (3 — 3x%h + 3xh*> — 1Y)
=2+ 3x%h + 3xh?*+ WP — X+ 3%k — 3xh+ WP
= 6x°h + 2K

By A+pr=@+0)=0+2t+D*=(1+2°+2(1 + 20+ ¢
=1+4+42+2°8+4°P+ =1+ 4+ 67+ 47+ ¢
2.11 Fatore: (a) 15x* — 10x* 4+ 25x%; (D) x>+ 12x + 20; (c) 9x* — 25y%
(d) 6x°—48x*— 54x% (e) 5x*+ 13xy + 6y% (f) P +r) + P(1 + rr; (g) xX*— 64;
(h) 3(x +3)%(x — 8)* +4(x +3*(x — 8%, () xX*—y+xX—x? (- 64°
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(@) 15x* — 10x° + 25x% = 5x*(3x> — 2x + 5). Ap6s colocar em evidéncia o fator comum, o polindmio remanescente &
primo.

(b) x>+ 12x + 20 = (x + 10)(x + 2) usando a fatoracio pelo inverso da dupla distributividade.
(©) 9x* — 25y2 = (3x)?— 5y 2= (3x — 5y)(3x + 5y) usando a diferencga padrio de dois quadrados.

(d) 6x° — 48x* — 54x° = 6x°(x> — 8x — 9) = 6x°(x — 9)(x + 1) colocando em evidéncia o fator comum e, entéo, usando
a fatoragdo pelo inverso da dupla distributividade.

(e) 5x* + 13xy + 6y* = (5x + 3y)(x + 2y) usando a fatorago pelo inverso da dupla distributividade.

() P +r)+ PA + rr=PA + (1 + r)= P + r)%. Aqui, o fator comum P(1 + r) foi colocado em evidéncia em
ambos os termos.

(g) ¥* — 64 = (x — 4)(x*> + 4x + 16) usando a diferenca padriio de dois cubos.

(h) Colocando em evidéncia o fator comum em ambos os termos e combinando termos no fator remanescentes, temos:

3r 4+ 32 (x — 8)* + 4(x + 3)° (x — 8)} = (x + 3)% (x — 8)* [3(x — 8) +4(x + 3)]
= (x+ 32— 8 (Tx — 12)

@) x =yt -’ = 0f =) + (0 - )
= (=) + YD) + x(xF — )
=@ =P+ + )
=@ =)@+ NE+ ¥+ )
() x°=64y° = (' = 8y’ + 8y) = (x — 2y)(F + 2xy + 4yD)(x + 2y)(x* — 2xy + 4y?)

2.12 Uma técnica especial de fatoracdo que € ocasionalmente empregada envolve a soma de um termo para
transformar um polindmio em um quadrado perfeito, seguida de uma subtra¢ao daquele mesmo termo. Se
o termo somado € ele préprio um quadrado perfeito, entdo o polindmio original pode ser fatorado como a
diferenca de dois quadrados. Tlustre essa técnica para (a) x* + 4y*; (D) x* + 2x** + 9y~

(a) Como x* + 4y* = (x®* + (2y%)?, somar 2x*(2y*) = 4x?y? transforma o polindmio em um quadrado perfeito.
Subtraindo esse termo tem-se uma diferenca de dois quadrados, a qual pode ser fatorada:

X Ayt = x4 A+ Ayt — 42
= (% + 2y%)% — (2xy)?
= (&% + 2y — 2xy)(x* + 2y* + 2xy)

(b) Se o termo do meio desse polindmio fosse 6x?y* no lugar de 2x%y%, o polindmio seria um quadrado perfeito. Portanto,
somando e subtraindo 4x%y?, tem-se uma diferenca de dois quadrados, a qual pode ser fatorada:

x4 2377 4 9yt = x* 4 6x%y? 4 9yt — dx%y?

= (@ + 32 ~ @)
= (7 4 3y = 2x0)( + 3y + 2x)

Problemas Complementares

2.13 Encontre o graude (a) 8; (b) 8x; (¢) 5x*—5x+5; (d) Sm—57+5; (e) ¥+ 2xy +y*— 6x + 8y + 25

Resp. (@) 0; (D) 7; () 25 (d) 0; (e) 2

2.14 Sejam P um polindmio de grau m e Q um polindmio de grau n. Prove que (a) PQ € um polindmio de grau
m+n; (b) ograu de P+Q ¢é menor ou igual ao maior valor entre m e n.

2.15 Sejam A = x*— xy + 2y* B=x>—y> C =222 — 5x + 4, D = 3x> — 2)”. Calcule
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(a) A+D; (b) BD; (¢) B— Cx; (d) X¥*A’>—B?, (e) AD — B’

Resp. (a) 4x* — xy; (b) 3x° — 2x%y* — 3x%3 + 2y°, () — 23— y* + 5% — 4x;
(d) — 2% + 5x%y? — 2%y + dxy* — 5,
(e) 3x* — 3%y + 4x%y? + 2y — 4yt — X0 + 247y} — 3O

2.16 Usando as expressdes do problema anterior, subtraia C da soma de A com D.
Resp. 2x> — xy + 5x — 4

2.17 Faca as operagdes indicadas: (a) —(x — 5)%  (b) 2x — (x — 3)%  (¢) 5a(2a — 1)*—3(a — 2)*;, (d) — (4x + 1)~
2(4x + 1y
Resp. (@) — x>+ 10x—25; () —x>+8x—9; (¢) 174> — 24®> — 31a + 24;
(d) — 64x> — 80x* — 28x — 3

2.18 Faga as operacoes indicadas: (a) —3(x — 2)% (b)) —3 — 4(x + 4)%; () 4(x + 3)> — 3(x — 2)%;
@) (x+3)x+4) = (x+ 5% (&) —(x+2)° — (x+2)> =5(x+2) + 10

Resp. (a) =3x> 4+ 12x — 12; (b)) —4x> — 32x — 67; (c) x* + 36x + 24;
(d) =3x—13; (e) —x* —Tx* —21x — 12

2.19 Faga as operagdes indicadas: (a) (x — h)>+ (y — k)%, (b) (x + h)*— x4
() RR—R—-x% (@) (ax + by + ¢)*

Resp. (a) x* — 2xh + W2 + y> — 2yk + k% (b) 4x°h + 6x*h* + 4xh® + h*,
(¢) 2Rx — x*  (d) a®3* + bX? + %+ 2abxy + 2acx + 2bcy

2.20 Fatore: (a) x> — 12x +27; (b) x>+ 10x +25; (¢) x* —6x>+9; (d) x> — 64;
(e) 3x* = Tx =10 (f) 3x> + 15x2 —18x; (g) ¥ +x% (h) 4x* — x> —18; (i) x* — 11x%H? + y*

Resp. (@) (x —3)(x—9); (b) (x+5% (c) *—=3)% (d) (x — (> + 4x + 16);
(e) Bx— 10)(x + 1); (N 3x(x +6)(x — 1); (g) x*(x+ D> —x+ 1)
(h) 2+ 2)2x —3)H2x +3); () (2 — 3xy — y)( + 3xy — )

2.21 Fatore: (a) 22+ 6t —27; (b) 4x —20x* — 24x; (¢) 3x* —x—14; (d) 5x* —3x—14; (e) 4x°— 373+ 9;
N x—2°—(x—27% (g *>—6x+9—y>—2yz—72% (h) 16x* — ¥2y*+y*

Resp. (a) (t+9)(—3); (b) 4x(x+ 1)(x—6); (¢) Bx—TDx+2); (d) S5x+T)x—2);
(@ U =D =9); (N =2 x—3) (¢ x—3—y—2x—3+y+2);
(h) (4x*+ y* — 3xy)(4x® + y* + 3xy)

2.22 Fatore: (a) x> — 6xy + 9y%; (b)) x* =5 +4; (o) ¥* =3 —4; ) P+ +x2—y%
() P+Pr+ (P+PHr+I[P+Pr+ P+ Prrr;, (f) a®° — 645 (g) a®° + 64y°

Resp. (@) (x —3y)% (b)) (x — Dx+ Dx — 2)(x +2); (¢) (x — 2)(x + 2)x* + 1);
@) G+ @ —xy+y+x—y); (e) P+
# (ax — 2y)(ax + 2y)(azx2 + 2axy + 4yz)(azx2 — 2axy + 4y2);
(g) (a*2+ dyH)(a*x* — 4a>*y* + 16y%)
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2.23 Fatore: (@) X (x + 2 + ¥ (x + 2)%  (B) 5¢* Gx — 5)* + 12 Bx — 5% (¢) 2(x + 3)(x + 5)* + 4(x + 3)%(x + 5)%
(d) 35x + 2)%(5)(3x — 4* + (5x + 2)°@)3x — 4°3)  (€) SO + 4)*(8x — 1)>(2x) + 2(x> + 4)%(8x — 1)(8)

Resp. (a) x*(x +2)°2x +2); (b) x*(3x — 5)°(27x — 25); (¢) 2(x + 3)(x + 5)°3x + 11);
(d) 3(5x + 2)2Gx — 4°(35x — 12);  (e) 202 + 4)*(8x — 1)(48x% — 5x + 32)



Expoentes

EXPOENTES NATURAIS
Expoentes naturais sdo definidos por:
x)

T= XXX (n fatores de x)

Exemplo 3.1 (a) X’ = xxxxx; (b) 5x*yz® = Sxxxxyzzz; (¢) 5a°b + 3(2ab)} = 5aaab + 3(2ab)(2ab)(2ab)

EXPOENTE ZERO

x"= 1 para qualquer nimero real x diferente de zero. 0° ndo € definido.

EXPOENTES INTEIROS NEGATIVOS

Expoentes inteiros negativos sdo definidos por:

_ 1 ~
x~" = = para qualquer real ndo nulo x
X

07" ndo € definido para qualquer inteiro positivo n
1
=

1 11 3yt 272
3—24+23 —4—52:3.i4+2. ,izzi_*_
(e)3x~%y (3x) "4y %z 2 Gof ¥ 2 T Gy

A4 s Lo Ly s 11
- y3’(c)5 - - lzsv(d) 4 -

s 1 3y, =
Exemplo 3.2 (a) x PR 4 33 42 16°

EXPOENTES RACIONAIS

x'"araiz n-ésima de x, € definida, sendo n um inteiro maior que 1, como se segue:
Se n é impar, x'* € o dnico nimero real y que, elevado a poténcia n, € igual a x. Se n € par, entdo,

I/n £

se x > 0, x'"¢é o nimero real positivo y que, elevado a poténcia n, € igual a x;

sex =0,x" =0;

1/n

se x < 0, x'ndo € um nuimero real.

Nota: A raiz n-ésima de um nimero positivo € positiva.

Exemplo 3.3 (a) 8 =2;(b) (—8)"* = —2;(c) =8 = —2;(d) 16"* = 2; (e) (—16)"* ndo € um niimero real;
()—16" = —2

x"n ¢ definido por: x™" = (x'"y", desde que x'"

1

x*m/n - =
xm/n

seja real.
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Exemplo 3.4 (a)125% = (1257 = 5% = 25, (b)§ *° = o5 = (8,—1/3)4 = 2% = 16 (©) (=64 nfo é um ni-
mero real.

LEIS PARA EXPOENTES

Para a e b nimeros racionais e x e y nimeros reais (evitando raizes pares de nimeros negativos e divisdo por zero):

xaxb — xu+b (xy)a — xaya (xa)b — xab
X b xe_ 1 x\'_x
PO xb o xbe y v

- BT
y X y*m x"
No caso geral, x"" = (x!"y" = (x™)", desde que x* seja real.

A menos que se especifique o contrdrio, geralmente assume-se que as bases representam nimeros positivos.
Com essa convengdo, entdo, escreve-se (x")" = x. Porém, se essa convengdo nio vale, entdo:

(xmin = x se n é impar ou se 7 € par e x ndo € negativo

@M = Ix se n é par e x € negativo
Exemplo 3.5 Se x € positivo: (a) (x*)'? = x; (b) () = x; (¢) (M2 = 2% (d) ()2 = x*

Exemplo 3.6 Para x qualquer: (a) (x*)"2 = IxI; (b) (x)* = x; (¢) ()" = 1x¥*] = x% (d) (x)"* = x*°

NOTACAO CIENTIFICA

Ao se lidar com nimeros muito grandes ou muito pequenos, a notagio cientifica € frequentemente usada. Um nu-
mero € escrito em notagao cientifica quando € expresso na forma de um ntiimero entre 1 e 10 multiplicado por uma
poténcia de 10.

Exemplo 3.7 (a)51.000.000 = 5,1 X 107; (b) 0,000 000 000 0352 = 3,52 X 10~ '";

© (50.000.000)(0,000 000 000 6) _ (5 X 107)(6 X 10719 _30x10°?
(20.000)* (2 X 103 8 X 102

=375 X 107

Problemas Resolvidos

Nos problemas seguintes, bases sdo assumidas como positivas, a menos que seja dito o contrario:
(4x5y3)2
2(xy*y?

(Ll) 2(3x2y)3(x4y3)2 =2. 33x6y3 . xSyG — 54x14y9; (b)

3.1 Simplifique: (a) 2(3x%)*(x*y*)%  (b)

@y 16010 g

2(xy4)3 - 2x3y12 - ys

_— .. Xy Py ) _
3.2 Simplifique e escreva com expoentes positivos: (a) oy ;o (D) Py 5 (o) ()%

@ Gx)Ey 5 (@ @2y () (D)7

4ru3
x2y73 L L 1 (x2y73)72 x74y6 o o
@ oy BT =Ty = o° ®) @yt a7t ORI = a2
- 1 1 —5\—2rg - - 125x10
(€) (2 + )2 = S =iy 27 T y4; (d) Bx~5)25y~4) = 372105312 = oy12 ;

2 4y = o 2y ety 2 41 St \T3 _ (403N3 _ (4 _ 6440
) (2 y )=yt gyt = = (tu) :( u):<7>:
@ ¥ Y Y D A 0 46553 Put u e
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Simpliﬁque: (a) x1/2x1/3; (b) x2/3/x5/8; (C) (x4y4)7|/2; (d) (x4+y4)71/2

(a) x1/2x1/3 — x1/2+ 173 — x5/6; (b) x2/3/x5/8 = x2/3 —5/8 — X1/24; (C) (x4y4)—l/2 = X—Zy—Z =

1 e

@ o+ = e

o Qx2y2/3)23
Simplifique: (a) 3x*3y¥*Q2xPy2)3; () 7(2)(6 2/4 ))3

X7y
(LZ) 3x2/3y3/4(2x5/3y|/2)3 — 3x2/3y3/4 . 8x5y3/2 — 24x|7/3y9/4.
(82233 GUBABYMI A3y ) ’

®) 20y = 23003 = 220743 = X403y 3=4 = 11712230

Simplifique: (a) x>+ x + 3); (b)) x>+ y"™)?%  (¢) P =y (d) @+ y)"”
([l) x2/3(x2 +x+ 3) — x2/3x2 + x2/3x + 3x2/3 — x8/3 + )&5/3 + 3x2/3

(b) (xl/Z + y1/2)2 — (xl/2)2 + 2xl/2yl/2 + (yl/Z)Z =x+ 2X1/2y1/2 + y

(C) (x1/3 _ y1/3)2 — (x1/3)2 _ 2x1/3y1/3 + (y1/3)2 — x2/3 _ 2x1/3y1/3 + y2/3

(d) Essa expressao nao pode ser simplificada.

Fatore: (a) x™*+3x2+2; (b) x**+x—=6; (c) x'"+ 7x3 + 12x°°
(@) x™* +3x72+ 2= (x"2+ 1)(x~% + 2) usando a fatoraciio pelo inverso da dupla distributividade.
b) x*3 + x1% — 6 = (x" + 3)(x'”®* — 2) usando a fatoracio pelo inverso da dupla distributividade.

(€) x"B + 7683 + 1207 = B2 + Tx + 12) = ¥P(x + 3)(x + 4) colocando em evidéncia o fator monomial comum
e, entdo, usando a fatoracdo pelo inverso da dupla distributividade.

Coloque os fatores comuns em evidéncia: (@) (x +2) 2+ (x +2)7%  (b) 6x°y = 3y &
(©) 4Gx + 23(x + 5)3 = 3(x + 5)4GBx + 2% (d) 553x + 122 + 32Gx + 1)

O fator comum em tais problemas, exatamente como nos problemas andlogos envolvendo polindmios, con-
siste de cada base elevada ao menor expoente presente em cada termo.

@+ 2+ (x+2) =@+ [x+2) 2 D+ 1=+ @x+2+ D =x+2)3x+3)

(D) 6x°y73 = 3y W0 = 3x7y 42y 3 TN — x67%) = 3%y 742y — x)
(c) 4Bx +2)3(x + 5)3 = 3(x + 5)*Bx + 2)* = 3Bx + 2)3(x + 5) " “[4(x + 5) — (3x + 2)]

=3(3x + 2)%x + 5)*x + 18)
(d) 553Gx + 1B + 3x23x + 1) = x2(3x + DP[5x + 33x + 1)~ 2]

= 2Gx + DP[5x + 3G3x + 1)]
= x¥(3x + 1)?(14x + 3)

1 1 pta _ mn\ 1/n
Simplifique: (a) il’*‘i; (b) (RN (€) ();nz)

xP T4

pwEF =xPtD-0—9 = xpta—prtqg = x2q

(a

(b) (xP + l)z(xp - 1)2 =20t D20 -1 = @ +2)+Cp—2) = 44

1/
xmn " xmn(l/n) xm
(C) =y — — = xmn
X xnz(lln) x"

Simplifique sem considerar que as varidveis das bases s@o positivas:
(@) H™ ) Y2 (o) (Y2 (d) [x(x + )™
(a) (x4)l/4 = |xl; (b) (X2y4Z6)1/2 — (x2)1/2(y4)1/2(z6)1/2 = |x| |y2| |23| — ‘x|y2|23|; (C) (x3y6Z9)1/3 — (x3)]/3(y6)1/3(z9)1/3 —
2.3,
xyz’;

(d) [X(.x + h)2]1/2: xI/Z[(x + h)2]|/2: xl/Z Ix + Al
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3.10

(a) Escreva em notagao cientifica: a velocidade da luz € 186.000 mi/s*. (b) Calcule o niimero de segun-

dos em um ano e escreva a resposta em notacao cientifica. (c) Expresse a distncia que a luz percorre em

um ano em notacao cientifica.

(a) Movendo a virgula decimal para a direita do primeiro digito ndo nulo corresponde a um desvio de cinco casas:
assim, 186.000 mi/s = 1,86 X 10°mi/s.

(b) 1 ano = 365 dias X 24 horas/dia X 60 minutos/hora X 60 segundos/minuto = 31.536.000 segundos = 3,15 X 10’
segundos.

(c) Como distancia = velocidade X tempo, a distdncia que a luz percorre em 1 ano = (1,86 X 10° mi/s) X (3,15 X 107s)
=5,87 X 10 mi.

Problemas Complementares

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3)3

Simplifique: (a) (1013)4(3362)7)3 (b) (2x3 rs

Resp: (a) 27x'%1; (D) Z

2\ —

Simplifique: (a) 2(xy*3)*2(4xf3y2)*1; (b) <3xy > 2
4

Resp: (a) 5 - ()

946

s

8yt )72/3

Simplifique, assumindo que todas as varidveis sdo positivas: (@) (8y’z)*3; (b) (100x%y*)~'2; () < 27y
4

aOZ —=3/2
@ (25x6)
9y 1259

Resp: (@) 42 () 1 x4 T © g @

Simplifique, assumindo que todas as varidveis sdo positivas:
(@) (x*yH28x0)%3;  (b) (9xBy) V2 (16x 4y )2

64y*

3x 10

Calcule: (a) 2572 — 16—”2; (b) 25 -16)""% (¢) 1674+ 167

Resp. (a) 4x%y'3; (b)

Resp. (a) — 20, (b) 3! ()

o 0. 0 0 8x0y> \ 2 32x2y~4\35 pxP !
Simplifique: (a) x” +y° + (x +y)°"; (D) ( S 4) ;o (o) ( S ) i (d) W
9.X10 8 pxp/q 1
Resp. (@) 3; (D) @; (o) xTy(’; (d)
xi’: = y—m e <§> i (%)m a partir da defini¢do de expoentes negativos e opera¢des usuais entre fra-
coes. Y .
Faca as operagdes indicadas: (a) (x"*+ y")(x">— y"2);  (b) (' + yB)(x!? — yB);

(C) (x]/3 + yl/3)(x2/3 — xl/'iylﬂ + y2/3); (d) (x]/3 + y1/3)(x2/3 + xl/3y1/3 + y2/3); (e) (x2/3 _ y2/3)3

Resp. (a) X =y (b) x2/3_ y2/3; (C) X +y’ (d) x+2 /3 1/3 + 2x1/3 2/3 +y7 (6) )C _ 3)C4/3 2/3 + 3)C2/3 4/3 y2
Coloque em evidéncia os fatores comuns: (@) x 8y~ 7+ x77y7%  (b) x ¥y — x 3y

(© P+ (D) 4+ HPGx + 5)P + Bx + 5P+ 4)3x

Resp. (a) x 573y +x); (b) x7 320y —x); (©) ¥X@0+1); (d) Bx+ )02+ 4)Y2(13x% + 15x + 16)

* N. de T.: Esta unidade, mi/s, significa milha(s) por segundo.
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Coloque em evidéncia os fatores comuns: (@) x> + 2x™* + 2x73; (b)) 6x2(x* — 1)*? + x*(2 — 1)"2(6x);

(©) —4x73(1 =P+ x746x)(1 — xD)%  (d) x %1 —2x) 32— 4x75(1 — 2x) 7172
Resp. (a) x7°(1 + 2x + 2¢%);  (b) 6x2(x* — DM2Q2x% = 1); (©) 2x7°(1 — &)’5x* = 2);  (d) x5(1 — 2x)"(9x — 4)
Coloque em evidéncia os fatores comuns:

(@ —(x =2)7Gx =77 = 3(x = 2)7'Gx = Q3
(b) =402 — 52N + 4) + 3G — 442 + 422

Resp. (a) —(x — 2)72(3x — 7)"4(12x — 25); (b) (x* — )75 + 4)°2x)(—x* — 28)
Coloque em evidéncia os fatores comuns:

(@) 3(x + 3PGx — )2 + (x +37(3)3x — D7R0);

(b) %(Zx +3)123x + H¥3(2) + (2x + 3)3’2(%>(3x + 4)153(3);

© —%(4x2 — D280 + ) + (4x? — 1)-3/2(%)(1 + x2)715(2x)

Resp. (a) %(x + 3)23x — 1)7"2(7x + 1); (b) (2x + 3)23x + 4H)B(17x + 24);
(0) Jx(dx® = 152(1 + ) IA(=5 — 10)

Simplifique e escreva em notagdo cientifica: (a) (7,2 X 1073)(5 X 10');
(3 X 1075)(6 X 1073

(9 X 107122
Resp. (a) 3,6 X 10'% (b) 1,44 X 1075, (¢) 8 x 10

b) (72X 1073 = (5 X 10"); (¢)

H4 aproximadamente 6,01 X 10> dtomos de hidrogénio em um grama de hidrogénio. Calcule a massa aproximada, em
gramas de um dtomo de hidrogénio.

Resp. 1,67 X 1072 gramas.

De acordo com o Departamento de Comércio dos Estados Unidos, o Produto Interno Bruto (PIB) norte-americano em
2006 foi de US$13.509.000.000.000. De acordo com a Secretaria de Censo, a populacéo dos Estados Unidos era de
300.000.000 (outubro de 2006). Escreva esses valores em notacao cientifica e use o resultado para estimar o PIB por
pessoa no ano em questio.

Resp. 1,3509 X 10", 3 X 10%, 4,503 X 10* ou US$45.030

Em 2007, os Estados Unidos aumentou seu limite de divida federal para US$8.965.000.000.000. Enquanto isso, a po-
pulacdo do pais cresceu para 301.000.000. Escreva esses valores em notagdo cientifica e use o resultado para estimar o
valor da fragdo da divida de cada um dos habitantes.

Resp. 8,965 X 10'2,3,01 X 108, 2,9784 X 10* ou US$29.784



Capitulo 4

Expressoes Racionais e Radicais

UMA EXPRESSAO RACIONAL

Uma expressao racional € aquela que pode ser escrita como o quociente de dois polindmios (portanto, qualquer
polindmio € também uma expressdo racional). Expressoes racionais sdo definidas para todos os valores reais das
varidveis, exceto aqueles que tornam o denominador igual a zero.

2 2

Exemplo 4.1 % (y # 0); % (x # —=2); ¥ — 5y% x3 — 3x2 + 8x — xzzf T (x # *£1) sdo exem-
plos de expressdes racionais.
PRINCiPIO FUNDAMENTAL DAS FRAQ()ES
Para quaisquer nimeros reais a, b, k (b, k #0)

a _ ak ind d ; ak _ a :

b= bk (construindo termos de grau superior) bk~ b (reduzindo a termos de menor grau)

2 2 + 2 — 2 —
Exemplo 4.2 Reduzindo a termos de menor grau: ol AN b)) Y
=y =y +y XtV

OPERACOES SOBRE EXPRESSOES RACIONAIS

Operagdes sobre espressodes racionais (todos os denominadores sdo considerados diferentes de 0):

(g)‘l_é a c _ ac g;g_g.(g)‘l_g.d_@
b) —a b d_ bd b d b \dl ~ b ¢ bc
a_ _b_a*h a_ ¢ _ad _ bc _ ad * bc
c~ ¢ c b~ d bd~ bd bd

Nota: Na adi¢do de expressdes com denominadores distintos, o resultado geralmente € escrito com termos do
menor grau, e as expressoes sao construidas com termos de grau maior usando o minimo multiplo comum (MMC)
entre os denominadores.

5y2 5y — 6
Exemplo 4.3 Subtragio: % - % = % - % = %
Xy X7y Xy X7y Xy

FRACOES COMPLEXAS

Fracdes complexas sdo expressdes contendo fracdes no numerador e/ou denominador. Elas podem ser reduzidas a
fragdes simples por dois métodos:

Meétodo 1: Combine numerador e denominador como fragdes e, entdo, divida-as.
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x(a—1) —alx — 1)

X a
x—l_a—l_ (x = Dla—-1) _xa—x—ax t+a .
Exemplo 4.4 P = T =a =TG- Dl -1 +(x—a
a—x 1 —1

Ca-De-D F¥TaT - Da- D
Meétodo 2: Multiplique numerador e denominador pelo MMC dos denominadores das fracdes que estdo sendo
divididas e das fracdes que dividem:
x Y

Y

Txoxy Xy —x . oty o —y)

By @ ) Pyt

Exemplo 4.5 );
2

2

y
O método 2 € mais conveniente quando as fragdes no numerador e denominador envolvem expressdes muito simi-
lares.

2= ==
=

+
X

’\<N‘>< <=

EXPRESSOES RACIONAIS

Expressdes racionais sdo frequentemente escritas em termos de expoentes negativos.

Exemplo 4.6 Simplifique: x3y° — 3x™%?°

x—4y5

Isso pode ser feito de duas maneiras: ou colocando em evidéncia o fator comum de , como no capitulo anterior,

ou reescrevendo como a soma de duas expressdes racionais:

5 B xyS — 3y6

y
—3.5 -46 - _ < - - _ < < @ -z
XY RN =T A T e T N

EXPRESSOES RADICAIS

Para um niimero natural n maior que 1 e um nimero real x, a raiz n-ésima ¢ definida como:
n
\/x = xiin

2
Se n = 2, escreva V x no lugar de \/;c
O simbolo V' € chamado de radical, n € o indice € x € o radicando.

PROPRIEDADES DE RADICAIS:
(Vxy = x,se Vx € definida xn = x,sex = 0
V= xsex < 0, nfmpar V= |x
Vab = \/a\/b R =V
wa _ Va

b b
A menos que o contrdrio seja especificado, normalmente assume-se que varidveis na base representam nimeros
reais nao negativos.

,sex < 0, n par

A NOTACAO MAIS SIMPLES PARA FORMA RADICAL

A notag@o mais simples para forma radical:

1. Nenhum radicando pode conter um fator com um expoente maior ou igual ao indice do radical.
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2. A poténcia do radicando e o indice do radical jamais podem ter em comum um fator diferente de 1.
3. Nenhum radical aparece no denominador.
4. Nenhuma fragao aparece em um radical.

Exemplo 4.7
(a) V16x% viola a condigdo 1. Simplifica-se como:

\716x3y5 = \V8x3y3 S22y = \/Sx \/7 = 2xyV/2)?
b) /P viola a condig¢do 2. Simplifica-se como:
23,
V=R = Ve
128 ot a condigdo 3. Simplif :
(c) W viola a condi¢do 3. Simplifica-se como:

1222 1242 \/3x3y? _12x \/3x3y? _12¢ \/3x3y? A V332
V27r N27x? WESE V8Ldy 3xy Y

d) & 3x S viola a condicdo 4. Simplifica-se como:
5y

4/3x ng sy \/375xy_ \/375xy
59 5%\ 5% 5y

Satisfazer a condicdo 3 € frequentemente mencionado como a racionalizacdo do denominador.

A expressio conjugada para um bindmio da forma a + b € a expressdo a — b e reciprocamente.

—4
Exemplo 4.8 Racionalize o denominador: —
Vx -2
Multiplique o numerador e o denominador pela expressao conjugada do denominador:

x—4  x—4 .W+2_<x—4>(\/§+2>zw+2

Vie2 Vi-2 Vat2 x—4

Nem sempre as expressdes sdo escritas na notagao mais simples para forma radical. Muitas vezes, € importante

racionalizar o numerador.
Vx = Va
X —a
Multiplique o numerador e o denominador pela expressao conjugada do numerador.

Vi-Va_Vi-Va Vit Va_  x—a __
T A Ve w-a(Vas Va) Vi Va

Exemplo 4.9 Racionalize o numerador:

CONVERSAO DE EXPRESSOES RADICAIS

Conversao de expressdes radicais para a forma exponencial:

Para m e n inteiros positivos (n > 1) e x = 0 quando 7 for par,

W — xm/n
n

Reciprocamente, x™" = \/x™

Também, xn = (\V/xy"

Exemplo 4.10 (a) Vx = x'%(b) Vi = x¥%; (¢) Vs = x5
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OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

Nuimeros complexos podem ser representados na forma padrdo a+bi. Desse modo, eles podem ser combinados
usando as operagdes definidas para nimeros reais, levando em conta a defini¢do da unidade imagindria i: i* = —1.
O conjugado de um nimero complexo z € denotado por Z. Se z = a+bi, entdo Z = a — bi

Exemplo 4.11 (a) Represente 4 — \/ —25 na forma padrio. (b) Determine o conjugado de 3 — 7i. (¢) Simpli-
fique (3 + 4i)>.

(@) 4—V-25=4—-\V25V-1=4-5i
(b) O conjugadode3 — 7ié3 — (— 7i), ouseja, 3 + 7i.
() B+4i)?»=3*4+2-3-4i+ @)} =9+24i +16i=9 +24i — 16 = — 7 + 24i

Problemas Resolvidos

(x + h)?—x2
h

2 _ 3 _ 3
4.1 Reduza a termos de menor grau: (a) 5x2 szgf ; 3 (b) xx — Z (c)

(a) Fatore o numerador e o denominador e, entdo, reduza o grau colocando em evidéncia os fatores comuns:

502 —8x +3 _ Gx=3)x -1 _x—1
25x2 — 9 5x — 3)(5x + 3) 5+ 3

P - - al+ax +a?)

b)) F=a = T —a =x>+ax +
X+ h)? — 2 2 2 _ 2 2 h(2x + h
(C)( h) :x+2xhh+h x:2xhh+h:(h ) et

4.2 Explique por que todo polindmio é também uma expressao racional.

Uma expressdo racional é aquela que pode ser escrita como o quociente de dois polindmios. Todo polindmio P pode
ser escrito como P/1, sendo que o numerador e o denominador sdo polindmios; portanto, todo polindmio € igualmente
uma expressao racional.

4.3 Faca as operagdes indicadas:

= (= 3xy + 2%

(a)x2*7x+12.x3*6x2+9x ()x2—4y2
X2 -9 X3 — 4x? xy + 2y?

1 1 2 3 -2
(C)x-i-h X (d)x—1+x+l 2 -1

(a) Fatore todos os numeradores e denominadores e, em seguida, reduza colocando em evidéncia os fatores em comum.

x2*7x+12.x3*6x2+9x_(x—3)(x—4).x(x—3)2_(x—3)2
2—9 B¥—d42 @ —-3)x+3) R2x—4) xx+3)

(b) Troque a divisdo por multiplicacdo e proceda como em (a).

-4 N . 1 _ &= 290 + 2y) 1
oy T ) = e Ty 2 a+2) G- a—2)
_ 1
T oyx =)

(c) Encontre o minimo multiplo comum entre os denominadores e, entdo, construa termos de grau maior e faga a sub-
tragao.
1 —
x+h

1_ X Gt x—@th) o —p
X T xx+h)  x(x+h)  xx+h  x(x+ h)
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(d) Proceda como em (c).
2 3 Ax-2_ 2x + 1) -1 -2
x — 1 x + 1 2—1 (—Dx+1 @E—-Dx+1D —-—Dx+1
2 D3 D (=2 4243 -3 —det?2
B (x— D+ 1) - (x— D+ 1)

_ x + 1 1
T x—-Dx+1) x—1

4.4 Escreva cada fragdo complexa na forma de fracdo simples com termos de menor grau:

x? X X 2 11

Yty -1 x+1 2 3 X a

@ R S (© @ ¥=4
x—1 x+1 x X

(a) Multiplique o numerador e o denominador por y, o inico denominador entre as fra¢des envolvidas na divisdo:

x x

y Yty
Yoo
(b) Multiplique o numerador e o denominador por (x — 1)(x + 1), o MMC entre os denominadores das fragdes internas,

ou seja, das que estdo envolvidas na divisdo:

y+ ¥+ 22

y3

A
y

X X X X
x=1 x+1 _x=1 x+1 G=Dx+D o+ D=xx=1D K4x—n+x _ 2x _1
X 4 X X X =D+ xx+ Drxx—1)  +x+xi-x 22
x—1 x+1 x—1 x+1
(c) Combine o numerador e o denominador em razdes simples e, entdo, divida:
2 _, 2 3x+2) 2-3x-6
x+2 _x+2 x+2 _ x+ 2 :—3x—4;4—x2
4 4 X 4 —x2 x+2 =X
x X X x x

_3x -4 x 73— dx
x+2 44— (x+2)(@4 -2

(d) Proceda como em (c):

1_1 a_ x a—-x
X a_ax ax _ _ax _a—Xx ., _ 7_(15_61) 1 1
X—a x—a ~ x—a ax Fx—a) = ax X —a ax

-2 _ 2
4.5 Simplifique: (@) 3(x + 3)(2x — 1)~ — 8(x + 32x — 1)° (b) W‘#

(a) Coloque em evidéncia o fator comum (x + 3)*(2x — 1)~
3(x +3)22x — )% = 8(x + 3P32x — 1) = (x + 3)’Q2x — D[B32x — 1) — 8(x + 3)]
=(x+3)22x — )7 [-2x — 27]
(x + 3)2(2x + 27)
(2x — 1y

(b) Elimine os expoentes negativos e, em seguida, multiplique o numerador e o denominador por x*(x + %)%, 0 MMC

entre os denominadores das fracdes internas:
1 1
G+ —x? @+ h? X P+ -+ 2 — 2 - — 2
h B h X2+ h? h(x + h)? hx(x + h)?

_ =2xh— kK _h(=2x—h)  —2x—p

COh(x + h? T h(x + h)? X2(x + h)?

4.6 Escreva na notagdo mais simples para forma radical:

(@ Va0ry (b) ViosG + © [ @ {2
re
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(a) Coloque em evidéncia o maior fator quadrado perfeito possivel e, entdo, use a regra \V ab = VaVb:

V2053425 = Vaxdy'zt - 5xz = Vaxy'zt - Vaz = 202V 5xz
b) Coloque em evidéncia o maior fator cubo perfeito possivel e, entdo, use a regra \3/; = %%
q p p g

V1085(x + y)° = V276 + 30 VAx2 = 3x(x + y? - Var

(c) Construa termos de maior grau de modo que o denominador se torne um quadrado perfeito e, em seguida, use

3x _ [3x Sy 15xy V 15xy V 15xy
= /2.2 = > = =
\ 5y 5y 5y N 25y V25y2 5y

(d) Construa termos de maior grau de modo que o denominador seja um cubo perfeito e, em seguida, use ,*

N A /6x4y2z \3/6r‘y2z _ Va3 6xy’z x\3/6xy2z
9y2 B

a a

b b

a

<

9yz2 3y’z - N27yiz? V27y37 3yz 3yz

4.7 Racionalize o denominador:

3,2 2_162
@ s ®) \/\Cl © m @ o
X - X =

(a) Construa termos de maior grau de modo que o denominador se torne a raiz cibica de um cubo perfeito e, em
seguida, reduza:

By Vady e Vady S Vady | @y Vi
\/ 2xy? \3/2x7 \3/4x2y \3/8x3y3 2xy 2

(b) Construa termos de maior grau usando Vi - 1, a expressdo conjugada do denominador:

Vi _ NVa Ve—1_x-Va
Vi+l Ve+1l V-1 *71

(¢) Proceda como em (b):

Vit Vi _ Vet Vi Ve Vi Vet VR x v oVt
Vi- Vi Va- Vi Vax Vi Ao =k
(d) Proceda como em (b):

2 — 16y 2162 Va+2Vy @ - 169Va +2VYy)

Vi-2Vy Vai-2Vy Vi+2Vy o x4y

= (x + 4)(Vx +2Vy)

4.8 Racionalize o numerador:

@ Vr (b) N+ Vh (¢) Vath-Va
Vi + 1 Vi - Vh h

(a) Construa termos de maior grau usando Vi

Va _ Vxo Vi

Vitl Vitl Ve xt+ 4

(b) Construa termos de maior grau usando Vx = Vha expressdo conjugada do numerador:

\/;c-i-\/g_\/;c-i-\/ﬁ'\/—\/g_ x—h x—h

Vi Vi Vx- Vi Vi-Vi Vx- Vip x-2Va+h
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(¢) Proceda como em (b):

Vit+h=Vax_Nxt+h—Vax Va+h+Vx_  x+h—x
h h Vi+h+ Ve WVx+h+ Vo

_ h _ |
MNVx+h+Vy  Va+h+ Va

4.9 Escreva em notagio exponencial: (a) Vxy? (b) Va2b(x — y)’
(a) \/xy3 — (xy3)1/2 — x1/2y3/2; (b) \3/a2b(x _ y)S — [azb(x _ y)5]1/3 — a2/3b1/3(x _ y)S/S

4.10 Escreva como uma soma ou diferenga de termos em notagdo exponencial:

(a)x—l (b)x3—6x2+3x+1

Vx 6V

(a)x—lzx—l X 1 12 -1

Vx T IT Sy S
(b)x3—6x2+3x+17x3—6x2+3x+17x3_6x2 3x 1
6\ - 653 T 6B 6B 6B 6B

D SN S GUEET SR G
= 6x4 xR+ >x + ra

4.11 Escreva como uma tnica fracio de termos de menor grau possivel. Nao racionalize os denominadores.

_ # \/y2 — _xiz x2(x2+9)71/2_ V249
(a) X 2 + m (b) X ,\/ﬁ (C) x2

x2 =1
%) X2 = 9B 3 (4x)(%)(x2 — 9)"3(2x)
[(xz — 9)1/3]2
Vo4 2 =\/x—2+ 2 _Vx—-2- x—2+ 2 _x—2+2
(R Vx—2 1 Vx—2 x— 2 Vx—2 Vx—2
- X
x—2

X2

R I
x> —1 x> —1 x2 =1 x2—1—x2 1

21 21 V-1 w@-nVe-1  @-n*

(c) Reescreva em notagio exponencial e coloque em evidéncia o fator comum (x> + 9)~ 2 do denominador:

xZ(x2 + 9)7]/2 — A\ /x2 + 9 _ x2(x2 + 9)71/2 — (x2 + 9)1/2 _ (xZ + 9)*1/2[)(2 — (x2 + 9)1]

x2 2 2

X
= -9 -9
(xz + 9)1/2x2 x2(x2 + 9)1/2

X

(d) Elimine os expoentes negativos €, em seguida, multiplique o numerador e o denominador por 3(x> — 9)*3, o tnico
denominador das fragdes internas envolvidas:

(@ =93 - @) - 9 ey @ T3 %
[(XZ — 9)1/3]2 (x2 — 9)2/3
2= 9%3 - % 32 — 9y
(X2 — 9)2/3 3(X2 — 9)2/3
B 9(x? — 9) — 8x2
3(x2 — 9)4/3
x> — 81

= 3(x2 — 9)4/3
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4.12 Sejamz =4 —7iew = — 6 + 5i dois nimeros complexos. Calcule:
@z+tw D)yw-z (O w (A% (e) Wit

@z+w=@A4-T)+(—6+5)=4—-Ti—6+5i=—-2-2i
byw—z=(—6+5)—@A—-TH)=—-6+5—-4+7i=—10+ 12i
(c) Use distributividade dupla: wz = (— 6 + 5i)(4 — 7i) = — 24 + 42i + 20i — 352 = — 24 + 62i + 35 = 11 + 62i

(d) Paraescrever o quociente entre dois nimeros complexos na forma padrao, multiplique o numerador e o denominador
do quociente pelo conjugado do denominador:

W_ —6+5 _ —6+5 4+7 _ —59-22 —59—022 —59—22 59 22

A — 4—7 4+7Ti 16-492 16+49 65 U 65 T 65
e) w2—iz = (— 6+ 5i)> — i(d — 7i) = 36 — 60i + 25> — i(4 + 7i) = 36 — 60i —25 — 4i + 7 = 18 — 64i
(e) w? (—6+ 502 —id—=T)=36—60i +257—i(4+7)=36—60i —25—4i+7=18 — 64

Problemas Complementares

4.13 Reduza a termos de menor grau:

(@) ¥ =yt by 2+ +x+1 (©) (2 + 1)23x2 — P2x0)(* + 1)2 @ @+ h? — X2
=2 + yt 432+ 3x 1 2+ 1! h
2 2
Resp. (a) * ty . (b) 2+ 1 : () 32 — x* (d) 3x* + 3xh + h?
X2 =y X2+ 2+ 1 &>+ ¥

4.14 Fagca as operacoes indicadas:

1 - 3 I 3 by 5 " 3 x—1
x+tDx+2) -Dx+2)  (x—Dx+1) x—=2 x+2 xX+4
3x — 1 2x—5 X —5x+4
+ 2 _ B et L A
©@vap T era @O B 8
Resp. (a) 1 . (b) 76> + 5 + 36x + 12 (c) 20 = 5x° + 1lx = 21 (d) ¥ = 2x + 1
(= D + 1y xt =16 ’ (o + 4y ' *

4.15 Escreva como fragio simples com termos de menor grau:

1 1 2x  2a , , , , ,
t—1 " t+1 x+1 a+1 N (7 =420 — XB)(* — H*(2x)
(@) ? () T x—a (o) W — 4
t
Resp.(a) — 2 @ 2 —4 — 8x
@ ey Peivarny Qe

4.16 Escreva na notacdo mais simples em termos de menor grau:

(@) x+57 = (x+ 5)’4. (b) (x+ h)' = x’]. () x2—a?
x+ 573 ’ h ’ Xx—da
Resp. (a) —4 - x (b) e T () —X—a
(x + 5% x(x + h)y 22
. . 4 4/15x% M,
4.17 Escreva na notacdo mais simples para forma radical: (a) \/48Ty718 (b) 8z (¢) ———
V2
] —_
v, 24,3 A/ 2 — 2 5
Resp. (a) 2022V3x%%  (b) Va0 © MeVe - ¢
2%z =
onali : 1 Vi +2
4.18 Racionalize o denominador: (a) (b)
Va- Vb V=1
Resp. (a) \/i . b\/l;; b) * *31@* 2
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4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

1

1
Racionalize o numerador: (a) VX * < - aV atl ) Vx+ Z Vix () Vx = Va

X —a

1 , -1 , 1
(a)\/m+ a+ 1 ®) ViV + f(Vx + Vx+h) (C)\%é+\3/);+\3/;

- 2x. 43 —5x* —8x + 1

2
Escreva como soma ou diferenca de termos em notag¢ao exponencial: (a) 3x (D) T
1 xVx 2x’

RéSp. (a) 3x1/2 — 2x—1/2; (b) 2x8/3 — %}CSB — 4x2/3 + Ex*l/B

Escreva como frag@o simples de termos de menor grau. Nao racionalize os denominadores.

X2 2x

2xV4 — 2 + Ni-2 %x(xz + 4202 — 9) 2 — x(x2 — 9)IB(2 + 4)12
b
@ 4-x ®) 2+ 4
8x —x3 + 35x
Resp. (a) @4 — 22 ®) 32 — 9B + 4)02

Escreva como uma frag@o simples em termos de menor grau. Ndo racionalize os denominadores:

12 -1 _ /2 22— o2 — 2
@ x<2>(x + 9)~12(2x) x>+ 9' ®) (x 1) x<2>(x 1)2(2x)
x2 @ = 1) :
2 473 2 4,2 13
x* — D¥(2x) — (* + 4)< >(x — D(2x)
© 3
(x2 — 1)8/3
-9 -1 — 2% —2x° — 38x
Resp. (a) 2(x2 + 9)1/2’ (b) (xz — 1)5/2’ (C) 3(X2 — 1)7/3
Sejam z =5 — 2iew = —3 + i. Escreva na forma padrdo de niimeros complexos:
(@ z+w ) z—w (o) zw; (d) 2w
. _ 3 _ . SR VAT U
Resp. (a) 2 —i; (b) 8 —3i; (c) —13 + 11i; (d) 10 + 10!
Escreva na forma padrdo para niimeros complexos:

@ VS2—4-1-10 (b)) & (©) 1+2i @ (1— Q2+ 3i)— 4+ 5)I6P)

Resp. (a) iV15; (b) —1ou—1+0i; (¢) —11 —2i; (d) % - %i
Sendo z e w nimeros complexos, mostre que:
@z+w=z2+w BWz-—w=z-w ©w=zw ) 2Z/w=72w

(e) 7 = zse, e somente se, z for um nimero real.



Equacoes Lineares e Nao Lineares

EQUACOES

Toda equagdo € uma declaragdo de que duas expressdes sdo iguais. Uma equacio contendo varidveis, em geral, ndo
é verdadeira nem falsa; a questdo de ser verdadeira depende do(s) valor(es) da(s) varidvel(eis). Para equacdes de
uma varidvel, o valor da varidvel que torna a equagao verdadeira € dito solu¢cdo da equacdo. O conjunto de todas as
solucdes € chamado de conjunto solugdo da equagdo. Uma equacdo verdadeira para todos os valores das varidveis,
de tal modo que esses valores facam sentido quando associados as varidveis, chama-se identidade.

EQUACOES EQUIVALENTES

Equagdes sio equivalentes se admitem os mesmos conjuntos solugao.
Exemplo 5.1 Asequagdes x = —5 e x + 5 = 0 sélo equivalentes. Cada uma tem o conjunto solu¢do {—5}.

Exemplo 5.2 As equagdes x = 5 e x> = 25 ndo sdo equivalentes; a primeira tem o conjunto solugdo {5}, jd a
segunda tem o conjunto solugdo {—35, 5}.

O processo de resolver uma equagdo consiste em transforma-la em uma equagdo equivalente cuja solucéo € ébvia.
Operacdes de transformagao de uma equacdo em uma equagdo equivalente incluem:

1. Adicionar o mesmo niimero a ambos os lados. Assim, as equacdes @ = b e a + ¢ = b + ¢ sdo equivalentes.
2. Subtrair o mesmo nimero de ambos os lados. Desse modo, as equacdes a = b e a — ¢ = b — ¢ sdo equivalentes.

3. Multiplicar ambos os lados pelo mesmo nimero nao nulo. Logo, as equagdes a = b e ac = bc (¢ # 0), s@o
equivalentes.

4. Dividir ambos os lados pelo mesmo nimero nao nulo. Logo, as equacdes a = b e % = %(c # 0), sdo equiva-
lentes.

5. Simplificar expressdes em um dos lados de uma equagao.

EQUACOES LINEARES

Uma equacio linear € aquela que estd na forma ax + b = 0, ou que pode ser transformada em uma equacio equivalen-
te nessa forma. Se a # 0, uma equacao linear tem exatamente uma solucio. Se a = 0, a equag@o nio tem solucido, a
menos que b = 0, caso no qual a equacdo € uma identidade. Uma equag@o que ndo € linear é chamada de ndo linear.

Exemplo 5.3 2x + 6 = 0 é um exemplo de uma equacio linear de uma varidvel. Ela tem uma solugdo, —3. O
conjunto solucdo é { —3}.

Exemplo 5.4 x*= 16 é um exemplo de uma equacdo ndo linear de uma varidvel. Ela admite duas solugdes, 4 e
—4. O conjunto solugdo € { —4, 4}.
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Equagdes lineares sdo resolvidas pelo processo de isolar a varidvel. A equagido € transformada em equagdes equi-
valentes por simplificagcdo, combinando todos os termos com varidvel em um lado, todos os termos constantes no
outro lado e, entdo, dividindo ambos os lados pelo coeficiente da varidvel.

Exemplo 5.5 Resolva aequacdo3x — 8 = 7x + 9.
3x —8=7x+9 Subtraia 7x de ambos os lados

—4x —8=09 Adicione 8 a ambos os lados
—4x = 17 Divida ambos os lados por —4
x= -1 Conjunto solugdo: { —%
EQUAGCOES QUADRATICAS

Uma equacdo quadrdtica € aquela que estd na forma ax® + bx + ¢ = 0, (a # 0), (forma padrdo), ou que pode ser
transformada nessa forma. H4 quatro métodos para resolver equacdes quadraticas.

1. Fatorando. Se o polindmio ax* + bx + ¢ tem fatores lineares com coeficientes racionais, escreva-o na forma
fatorada e, entdo, aplique a propriedade de fator zero, que diz que AB = 0 se, e somente se, A = 0 ou B = 0.
2. Propriedade da raiz quadrada. Se a equag@o estd na forma A*> = b, sendo b uma constante, entdo suas solu¢des
sdo dadas por A = Vbed=- b, geralmente representadas por A = = Vb,
3. Completando o quadrado.
a. Escreva a equagdo na forma x> + px = q.
b. Adicione p*/4 a ambos os lados para formar x> + px + p*/4 = g + p*/4.
¢. O lado esquerdo € agora um quadrado perfeito. Escreva (x + p/2)> = ¢ + p?/4 e use a propriedade da raiz
quadrada.
4. Formula quadrética.® As solucdes de ax* + bx + ¢ = 0, (a # 0) podem ser sempre escritas como:
‘= —b * Vb* — dac
2a
Em geral, uma equagdo quadratica € verificada primeiramente buscando-se saber se a mesma ¢ facilmente fatora-
vel. Se for, o método de fatoracio € empregado; caso contrario, a formula quadratica € usada.

Exemplo 5.6 Resolva3x’+5x+2=0

32+ 5x+2=0 Polinémio € fatoravel usando inteiros
BGx+2)x+1)=0 Aplica-se a propriedade do fator zero
3x+2=0 ou x+1=0
X 3 ou X
Exemplo 5.7 Resolvax*+ 5x+2 =0
X+5x+2=0 Polindmio ndo € fatordvel, use a férmula
-5 *F V52 —-4-1-2 _ _ _
x = 21 a=1,b=5c¢c=2

x =

-5* V17
2

Na férmula quadratica, a quantidade b* — 4ac € conhecida como discriminante. O sinal dessa quantidade determi-
na o nimero de solucdes de uma equagio quadratica:

Sinal do discriminante = Numero de solucées reais

positivo 2
Zero

negativo 0

* N. de T.: No Brasil, essa formula € conhecida como férmula de Bhaskara.
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Ocasionalmente, solu¢des complexas sdo de interesse. Logo, o discriminante determina o niimero e o tipo de solugdes:

Sinal do discriminante Numero e tipo de solucées reais

positivo duas solugdes reais
Zero uma solugdo real
negativo duas solugdes imagindrias

Exemplo 5.8 Parax>— 8x + 25 = 0, encontre (a) todas as solu¢des reais; (b) todas as solu¢des complexas. Use
a formula quadratica coma = 1,b = —8, ¢ = 25.

—(—8) = V(=8 — 4125 —(—8) = V(-82 —4-1-25
(@) x = 21 b) x = 271
8 £ V-36 8 = —36
x=——"— y=o= V750
2 2
Nenhuma solucio real x=4 =3

Muitas equagdes que, a primeira vista, ndo sio lineares nem quadraticas podem ser reduzidas a tais casos ou podem
ser resolvidas pelo método de fatorag@o.

Exemplo 5.9 Resolva x* —5x* —4x + 20 = 0
X -5x2-4x+20=0 Fatora-se por agrupamento

X(x-5)-4x-5=0

x=5x*-4)=0

x=5x-2)x+2)=0
x=50oux=2oux=-2

EQUAGCOES CONTENDO RADICAIS

Equacdes contendo radicais demandam uma operacdo adicional. Em geral, a equacdo a = b ndo € equivalente a
equacdo a" = b"; contudo, se n € impar, elas tém as mesmas solucdes reais. Se n € par, todas as solucdes de a = b
estdo presentes entre as solugdes de a” = b". Logo, € permitido que se elevem ambos os lados de uma equagdo a
uma poténcia impar, e € igualmente permitido elevar ambos os lados a uma poténcia par se todas as solucdes da
equagao resultante forem verificadas para determinar se sdo, ou ndo, solucdes da equagdo original.

Exemplo 5.10 ResolvaVx +2 =x — 4

Vx+2=x—4 Eleva se ao quadrado ambos os lados
(Vx +2)? = (x — 4)?
x+2=x>—8x+ 16
0=x>—-9x+ 14
0O=&—-—2)x—17)

x=2 ou x=17
Verificagdo: x = 2:'V2 + 2 =2 — 4?7 x=T7V71+2=7-47
2# -2 3=3

Nao ¢ uma solugao 7 € a unica solucdo
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APLICAGOES: FORMULAS, EQUACOES LITERAIS E
EQUACOES COM MAIS DE UMA VARIAVEL

Nessas situacdes, sao usadas letras como coeficientes no lugar de nimeros especificos. Contudo, os procedimentos
de resolucdo em relagcdo a uma varidvel especificada sao essencialmente os mesmos; as demais varidveis sao sim-
plesmente tratadas como constantes.

Exemplo 5.11 ResolvaA = P+Prtem relacdo a P,

Essa equagdo € linear em relacdo a P, a varidvel especificada. Fatore P e, entdo, divida pelo coeficiente de P.

A=P+ Prt
A=P1+nr
A _
l—l—rt_P
A
P_l—l—rt

Exemplo 5.12 Resolvas = ig* em relagio a 1.

Essa equacdo € quadratica em relagfo a 1, a varidvel especificada. Isole e, em seguida, aplique a propriedade da
raiz quadrada.

1

s=§gt2
2s _ o,
g—l

L[
t==* g

Frequentemente, mas nem sempre, em situacdes que envolvem aplicacdes, apenas as solugdes positivas sdo consi-

deradas: t = V2s/g.

APLICAGCOES: PROBLEMAS COLOCADOS EM LINGUAGEM NATURAL

Aqui, uma situacdo é descrita e questdes sdo apresentadas em linguagem coloquial. E necessario criar um modelo
da situag@o usando varidveis que representam quantidades desconhecidas, construir uma equagao (posteriormente,
veremos que pode ser uma inequagdo ou um sistema de equagdes) que descreve a relacio entre as quantidades,
resolver a equacdo e, entdo, interpretar a solu¢do com o propdsito de responder as questdes originais.*

Exemplo 5.13 Um tridngulo retingulo tem lados cujos comprimentos sdo trés pares inteiros consecutivos. En-
contre os comprimentos dos lados.

Esboce uma figura como a Fig. 5-1:

Sejam x = comprimento do lado menor
x+4
x + 2 = comprimento do lado seguinte

x + 4 = comprimento da hipotenusa

Figura 5-1

* N. de T.: Essa tradu¢do da linguagem natural (no caso, o portugués) para uma linguagem “algébrica” geralmente ndo ¢ nada
facil de ser feita. Neste livro, apenas exemplos bastante simples sdo explorados.
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Agora use o teorema de Pitdgoras. Em um tridngulo retingulo com lados a, b, ¢, a*> + b* = ¢*. Logo:

X+ (x+2)?2=(x+4)7?
X+ +4x+4=x>+8x+16
20+ 4x+4=x>+8+ 16
xX*—4x-12=0
x-6)(x+2)=0
x=6 ou x=-2

A resposta negativa € descartada. Assim, os comprimentos dos lados sGox = 6,x + 2 =8ex + 4 = 10.

Problemas Resolvidos

3x X
1 Resolva:x — X = X
5 esolva: 4 2 3
% - %x =2 - % Multiplique ambos os lados por 40, 0o MMC dos denominadores de
todas as fragdes.
X 3x _ a0 X
40-5— 40-7— 80 — 40 3
8x — 30x = 80 — 5x
—17x = 80

__8
S

5.2 Resolva: 2(3x +4) +56x —7)=T7Gx—4) + 1 +x
Remova os parénteses e combine termos semelhantes.
2B3x+4) +5(6x-7)=7(5x-4) + 1 +x
6x+8+30x-35=35x-28+1+x
36x—27 = 36x-27

Esta afirmacgdo € verdadeira para todos os valores (reais) da varidvel; a equacgio € uma identidade.
5.3 Resolva: 5x = 2x — (1 — 3x)
Remova os parénteses, combine termos semelhantes e isole a varidvel.

S5x =2x-1+ 3x
Sx =5x-1
0=-1

A afirmagdo ndo € verdadeira para valor algum da varidvel; a equacéo ndo admite solucio.

+5
5.4 Resolva: ™ =17
x—3
Multiplique ambos os lados por x — 3, o Unico denominador; entdo isole x.
Nota: x # 3.
(x—3)§t§=7(x—3)
x+5="Tx-21
—6x = —26
_13

X

3
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.6 o 6x
5.5 Resolva.x+1—5 P

Multiplique ambos os lados por x + 1, o Unico denominador.

Nota: x # —1.
6 _ . _ _6x
x+ 1 x+ 1
6 _ 6x
(x+l)~x+175(x+1) (X+1)x+1
6=5x+5—6x
1=—x
x=—1

Nesse caso, como x # — 1, ndo pode haver solugéo.

5.6 Resolva: (x + 5)*+ 2x — 7)> =82
Remova os parénteses e combine termos semelhantes; a equagdo quadrdtica resultante € fatoravel.
(x+52+2x-72=82
X2+ 10x + 25 + 4x* — 28x + 49 = 82
5x*— 18x—8=0
Gx+2)x—4)=0

x = —% ou x =4
5.7 Resolva: 5x> + 16x +2 =0
Naio ¢ fatordvel em termos de inteiros; use a férmula quadraticacoma = 5,b = 16ec = 2.

S+ 16x+2=0

-16 £ V16> —4-5-2

x =

25
_—16 * V216
r= 10
 —16 + 6V6
r= 10

-8 +3V6
X="—""5

5.8 Resolva x> — 8x + 13 = 0 completando o quadrado.

x> =8+ 13=0
R—8x=-13 [(-8f=(42=16

-8 +16=3 Adicione 16 a ambos os lados
x—472=3
x—4==\V3
x=4i\/§
2 3 _
5.9 Resolva: 1 + o =4
2 3
Y+)ch1_4

x(x + 1)%+x(x+ 1)%:4x(x+ 1)
2(x + 1) + 3x = 4x* + 4x
S5x+ 2 =4x*+ 4x

0=4x*—x—-2
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Nao € fatordvel em termos de inteiros; use a férmula quadraticacoma =4,b = —1,¢c = —2.

—(=1) = V(-1 — 4(4)(-2)
24
1+ V33

8

5.10 Encontre todas as solugdes, reais e complexas, para x> — 64 = 0

Primeiro fatore o polindmio como a diferenca de dois cubos.

¥-43=0
(-4 + 4x + 16) = 0
x=4oux’+4x+16=0

Agora aplique a férmula quadratica ao fator quadratico, usandoa51,b54ec5 16.

_ ANV —4-1-16

r= 2-1

—4 + \/—48

X=—
2

—4 + 4i\/3

X=—
2

x=-2=+2i\V3

Solugdes: 4, —2 *+ 2i\/3.

5.11 Resolva: x* —5x* =36 =0
Esse é um exemplo de uma equacio em forma quadrdtica. E conveniente, mas nio necessario, introduzir a substitui¢io
u = x*. Entio, u*> = x* e a equaciio torna-se:
w-5u-36=0 E fatordvel em termos de inteiros.
u-9wu+4)=0
u=9 ou u=-4

Agora reverta a substituicio original x*> = u.

=9 ou x*=-4

x==x3 sem solucdo real

5.12 Resolva:x** —x'"* —6=0

Essa equaciio estd na forma quadritica. Introduza a substituicio u = x 23

173

. Entlo, 1> = x** e a equaciio torna-se:

wW-u-6=0
(u=3)u+2)=0
u=3 ou u=-2

Agora desfaga a substituicio original x'* = u,

x"=3 ou xB=2
x=233 x = (=2)
x =127 x=-8
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5.13 Resolva:\/?x =Vx+1+1

Eleve ambos os lados ao quadrado, observando que o lado direito € um bindmio.
V 2x Vx+1+1
(V22 = (Vx+ 1+ 172
2x=x+1+2Vx+1+1

Agora isole o termo que contém a raiz quadrada e eleve novamente ao quadrado.
x—2=2Vx+1
(x—=2?2=Q2Vx+ 1)7?

XX —dx+4=4x+1

X —dx+4=4dx+4

xX2—=8x=0
x(x —8) =0
x=0 ou x=38 Veriﬁcagéo:x=0:\/2~7=\/(ﬁ+l? x=8V2-8=V8+1+1?
0#1+1 4=3+1
Nio ha solucao 8 € a tnica solucdo

5.14 Resolva a equacdo literal S = 2xy + 2xz + 2yz em relagdo a y.

Essa equacdo € linear em y, a varidvel especificada. Uma vez que todos os termos envolvendo y j estdo em um sé lado,
coloque todos os termos que nao envolvem y do outro lado e, em seguida, divida ambos os lados pelo coeficiente de y.

S = 2xy + 2xz + 2yz
S — 2xz = 2xy + 2yz
S — 2xz = y(2x + 22)

S — 2xz

2 + 2z
85— 2xz
YT+ 22

1 1 1 =
5.15 Resolva ptg= 7 em relacdo a f.
Essa equacdo € linear em f; a varidvel especificada. Multiplique ambos os lados por pgf, o MMC entre os denominado-
res de todas as fragdes e, entdo, divida ambos os lados pelo coeficiente de f.

+

=
N
~I=

qu',l,+qu%:qu'%

af + pf = pq
fg +p)=pg
e qp

q+p
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5.16 Resolvas = %gﬂ — vt + spemrelacdo at.

Essa equagdo € quadrdtica em ¢, a varidvel especificada. Reescreva a equag@o na forma padrio para equagdes quadra-

ticas:
S
S*Egt — Vot + 5
Lo
8¢ — vt ts,—s5s=0
. . 1
Agora use a férmula quadratica sendo a = 28> b= —vy,c=5y—5

_wE V(=2 — 4(5¢)(s0 — 9)
2(5¢)

vo = Vg — 2g(sy — )

8

5.17 Serio investidos $9.000, parte com 6% de taxa de rendimentos e parte com 10% de taxa de rendimentos.
Quanto deveria ser investido para cada taxa se € desejado um total de 9% de taxa de rendimentos?

Use a férmula I = Prt, sendo que ¢ corresponde a um periodo de um ano. Seja x = montante investido a 6%; um arranjo
em forma de tabela € ttil:

P: Montante investido r: Taxa de rendimento I: Rendimento
Primeira modalidade X 0,06 0,06x
Segunda modalidade 9.000 — x 0,1 0,1(9.000 — x)
Investimento 9.000 0,09 0,09(9.000)

Como o rendimento ganho € o total do rendimento das duas modalidades de investimento, escreva:
0,06x + 0,1(9000 — x) = 0,09(9000)
Resolvendo, tem-se:
0,06x + 900 - 0,1x = 810
—0,04x = =90
x = 2250

Portanto, deveriam ser investidos $2.250 a 6% e 9.000 — x = $6.750 deveriam ser investidos a 10%.
5.18 Uma caixa com uma base quadrada e sem tampa deve ser feita a partir de um pedaco quadrado de cartolina,

cortando um quadrado de 3 centimetros de cada canto e dobrando os lados. Se a caixa deve ter uma capaci-
dade de 75 centimetros ctibicos, qual o tamanho do pedago de cartolina a ser usado?

3
I
I x —6
I

Figura 5-2
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Esboce uma figura (ver Fig. 5-2).
Seja x = comprimento do lado do pedago original. Entdo x — 6 = comprimento do lado da caixa.

Use volume = (comprimento)(largura)(altura):

3(x-6)> =15

(x-6)*=25

x—-6==5
x=6%x5

Assim, x = 11 cm ou x = 1 cm. Claramente, a tltima alternativa nao faz sentido; logo, as dimensdes da cartolina origi-
nal devem ser as de um quadrado com 11 cm de lado.

5.19 Duas pessoas tém um sistema de walkie-talkie com um alcance de 3 de milha*. Uma delas comega a cami-
nhar ao meio-dia em dire¢@o ao leste a uma velocidade de 3 milhas por hora. Cinco minutos depois, a outra
pessoa comeca a caminhar em direcao ao oeste a uma velocidade de 4 milhas por hora. A que horas elas
atingirdo o alcance dos aparelhos?

Use distancia = (velocidade)(tempo). Seja t = tempo decorrido a partir do meio-dia. Um arranjo em tabela € ttil.

Velocidade da
Duracado da caminhada caminhada Distancia
Primeira pessoa t 3 3t
5 5
Segunda pessoa t— 2 4 4(1‘ - @)

Como as distancias devem se somar a um total de § de milha, isso conduz a:

3[+4<l—%)=%
3t+4t—%:%
n=ls3
7

. . . .1 .
A hora sera meio-dia mais ﬁ horas ou, aproximadamente, 12h09m.

5.20 Um recipiente é preenchido com 8 litros de uma solucdo com 20% de sal. Quantos litros de dgua pura de-
vem ser acrescentados para produzir uma solugdo com 15% de sal?

Seja x = numero de litros de 4gua acrescentada. Um arranjo em forma de tabela € til.

Volume da solucdao Percentagem de sal Quantidade de sal
Solucdo original 8 0,2 (0,2)8
Agua X 0 0
Mistura 8+x 0,15 0,15(8+x)

* N. de T.: Uma milha corresponde a 1,61 km.
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Como a quantia de sal na solugdo original e a d4gua acrescentada devem totalizar a quantidade de sal na mistura, isso
nos leva a:

(0,2)8 + 0 = 0,15(8 + x)
1,6 = 1,2 + 0,15x

04 =0,15x
x = (?’145 ou 23 litros

5.21 Uma mdaquina A pode executar uma tarefa em 6 horas, trabalhando sozinha. Uma maquina B pode com-
pletar a mesma tarefa em 10 horas, funcionando sozinha. Quanto tempo consumiriam as duas maquinas,
trabalhando em parceria, para completar a mesma tarefa?

Use quantidade de trabalho = (velocidade)(tempo). Observe que se uma mdquina pode realizar uma tarefa em x horas,
ela realiza 1/x da tarefa em uma hora, ou seja, sua velocidade € de 1/x tarefa por hora. Seja t = tempo dispendido por
maquina. Um arranjo em forma de tabela € qtil.

Velocidade Tempo Quantidade de tarefa

Maiquina A 1/6 t /6
Miquina B 1/10 t /10

Uma vez que a quantidade de tarefa executada por ambas as maquinas deve totalizar uma tarefa completa, isso leva a:

t ro_
6 + E =1
r S
30 - 6 + 30 10 30
5t + 3t =30
8t = 30
_ 15
=
O tempo seria de 3% horas.
Problemas Complementares
3o XS5 2. 112
5.22 Resolva: 3 ] 3(x 4 +5 Resp. 47

5.23 Resolva: 7(x — 6) — 6(x + 3) = 5(x — 6) — 2(3 + 2x) Resp. Sem solucdo

5 4 x—4
5.24 Resolva: 3 -2 x1-2 Resp. 7

5.25 Encontre todas as solugdes reais:
(@ x22—9x=36; (b)3x2=2x+38; ()42 +3x+5=0; (d) x2—5=2x+3;
(&) x—8)x+6)=32; (N82—3x+4=32+12; () x—52=7, (W) 4x2+3x—5=0

Resp. (a) {—3,12}; (b) { —%, 2} ; (¢) ndo existem solugdes reais; (d) {—2,4};

-3+ V89 -3 — \/89}
3 ’ 3

(e) {-8,10}; (P {—1,%}; @5+ V7 i {

5.26 Resolva:

(@) V5x+9=-6 (b) V5x+9=-6 Resp. (a) —45 (b) Sem solugdo

5.27 Encontre todas as solugdes reais:
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5.28

5.29

5.30

5.31

5.32

5.33

5.34

5.35

5.36

5.37

5.38

5.39

5.40

541

@ x*—x2—6=0;, b)) 2 —=3xB—-4=0; () x+6x*—-16=0
Resp. (@) {—=V/3, V3% () {~1.64}; () {—2, V2}

Resolva: (@) x — Vx =12, () V2x+ 1+ 1=x (¢) Vax+1— V2x—3=2
Resp. (a) {16}; (D) {4}; (¢) {2,6}

Determine todas as solugdes complexas para x* — 5x> + 4x — 20 = 0 Resp. 5,2i, —2i
1.1 1 ~ pf
Resolva — + — = —emrelagdo a q. Resp. ¢ = ——
P97 F G q D- 4 p—f
_ + \/pR2 —
Resolva L + RI + % = Oemrelacio a /. Resp. I = RC = 2fCCZ 4LC

Resolva (x — h)* + (y — k)> = P em relagdo a y. Resp. y =k £ V12 = (x — h)?
x+y
xX—y -

Resolva as equagdes em relagdo a y, em termos de x: (a) 3x — 5y =8; (b) x> —2xy + y> = 4; (¢) 5;

(d) x=Vy -2
Resp.(a)y::"xsi_g; b) y=x+2ouy=x—2; (c)yzgx; dy=1xVa2+1

Um retangulo tem perimetro de 44 cm. Descubra suas dimensdes, considerando que seu comprimento € 5 cm menor do
que o dobro de sua largura.

Resp. Largura = 9 cm, comprimento = 13 cm

Resolva o Problema 5.19 do walkie-talkie para o caso em que as duas pessoas comecam a caminhar a0 mesmo tempo,
mas a segunda pessoa caminha para o norte.

Resp. Exatamente as 12h09m

Uma loja deseja misturar um café que custa $6,50 a libra™ com um café que custa $9,00 a libra, a fim de vender 60 libras
de café misturado a $7,50 por libra. Quanto deveria ser usado de cada tipo de café?

Resp. 36 libras do café que custa $6,50 por libra e 24 libras do café que custa $9,00 por libra

Um recipiente contém 8 centilitros de uma solucio de 30% de dcido. Quantos centilitros de dcido puro deve-se adicio-
nar para produzir uma nova substancia com 50% de acido?

Resp. 3,2 cl

Um armazém de produtos quimicos tem duas solugdes de dlcool, uma com 30% e uma com 75%. Quantos decilitros de
cada um devem ser misturados para se obter 90 decilitros de uma solugio com 65%?

Resp. 20 dl da solug@o de 30% e 70 dl da solugdo de 75%

Um radiador de 6 galdes** é preenchido com uma soluc@o de 40% de anticongelante na dgua. Quanto dessa solucdo deve
ser retirada e substituida por anticongelante puro para se obter uma solucio de 65%?

Resp. 2,5 galdes

Uma méquina A completa uma tarefa em 8 horas, trabalhando sozinha. Trabalhando em parceria com a maquina B, a
mesma tarefa demora 5 horas para ser terminada. Quando tempo a maquina B demoraria para realizar a tarefa se traba-
Ihasse sozinha?

Resp. 13% horas

Uma méquina A, trabalhando sozinha, pode realizar uma tarefa em 4 horas a menos que uma maquina B. Trabalhando
juntas, elas podem completar a tarefa em 5 horas. Quanto tempo seria consumido por maquina, trabalhando sozinhas,
para completar a tarefa?

Resp. Méquina A: 8,4 horas; mdquina B: 12,4 horas, aproximadamente

* N. de T.: Uma libra equivale a 0,45 kg.

*# N. de T.: Um galdo americano corresponde a 231 polegadas cubicas.



Capitulo 6

Inequacoes Lineares
e Nao Lineares

RELACOES DE DESIGUALDADE

O numero a é menor que b, escrito como a < b, se b — a é positivo. Logo, b é maior que a, o que se escreve
como b > a. Se a € menor ou igual a b, escreve-se ¢ = b. Desse modo, b € maior ou igual a a e se escreve b = a.
Interpretagcdo Geométrica: Se a < b, entdo a estd a esquerda de b em uma reta real (Fig. 6-1). Sea > b, aestd a
direita de b.

Exemplo 6.1

a d c b
Figura 6-1

NaFig.6-1,a<deb > c. Também,a <ceb >d.

DESIGUALDADES COMBINADAS E INTERVALOS

Se a < xex < b, as duas afirmacdes sdo frequentemente combinadas para se escrever: a < x < b. O conjunto de todos
os numeros x que satisfazem a < x < b € dito um intervalo aberto e representado por (a, b). Analogamente, o conjunto
de todos os nimeros reais x que satisfazem a desigualdade combinada a = x = b € chamado de intervalo fechado e ¢
escrito como [a, b]. A tabela a seguir exibe varias desigualdades comuns e suas representacdes como intervalos.

Desigualdade Notacao Gréfico
a<x<bh (a,b) (\: % >
a=x=b [ab] F i > x
a
a<x=b (@b] ‘(1 ;) >
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Desigualdade Notacao Grafico
o hY
a=x<b [a.b) T - >~
a b
L
xX>a (a,») ‘\1 >x

x=a [a.) t > x
a

x<b (—o0,b) \i > x

> X

x=b (=2,b ]

[Sx™ ¥

INEQUAGOES ENVOLVENDO VARIAVEIS

Uma inequacéo envolvendo varidveis, como no caso de uma equag@o, em geral ndo € verdadeira e nem falsa; esse
tipo de decisdo depende do(s) valor(es) da(s) variavel(eis). Para desigualdades com uma varidvel, um valor da va-
ridvel que torne a inequagdo verdadeira € uma solugdo para a mesma. O conjunto de todas as solugdes € chamado
de conjunto solugdo da inequagio.

INEQUACOES EQUIVALENTES

Inequacdes sdo equivalentes se admitem os mesmos conjuntos solugao.

Exemplo 6.2 As inequagdes x < — 5 e x + 5 < 0 sdo equivalentes. Cada uma tem o conjunto solugéo de todos
os nimeros reais menores que —35, isto &, (—%,—5).

O processo de resolver uma inequacio consiste em transforméd-la em uma inequacio equivalente, cuja solucdo seja
6bvia. Operagdes de transformacio de uma inequacdo em outra equivalente incluem:

1. Somar ou subtrair: As inequacdes a < b,a + ¢ < b + cea — ¢ < b —c s@o equivalentes para qualquer ni-
mero real c.

2. Multiplicar ou dividir por um nimero positivo: As inequacgdes a < b, ac < bc e a/c <b/c sdo equivalentes
para qualquer nimero real positivo c.

3. Multiplicar ou dividir por um nimero negativo: As inequagdes a < b, ac > bc e a/c > b/c sdo equivalentes
para qualquer nimero real negativo c. Observe que o sentido da desigualdade inverte perante a multiplicacio
ou divisdo por um nimero negativo.

4. Simplificar expressdes em um dos lados de uma inequagao.

Regras semelhantes se aplicam para desigualdades da forma a > b e assim por diante.

INEQUACOES LINEARES

Uma inequacio linear € aquela que estda na forma ax + b <0,ax + b > 0,ax + b = 0ouax + b = 0, ou que pode
ser transformada em uma inequacdo equivalente a essa forma. Em geral, inequacdes lineares t€ém conjuntos solu¢ao
infinitos em uma das formas mostradas na tabela anterior. Inequacdes lineares sao resolvidas isolando a varidvel de
um modo semelhante ao empregado em equacgdes.
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Exemplo 6.3 Resolva5—3x > 4.
5—-3x>4
—3x> -1
x < %
Observe que o sentido da desigualdade foi invertido ao se dividir ambos os lados por —3.

Uma inequacio que ndo € linear € chamada de nio linear.

RESOLVENDO INEQUACOES NAO LINEARES

Uma inequacio na qual o lado esquerdo pode ser escrito como o produto ou quociente de fatores lineares (ou fato-
res quadraticos primos) pode ser resolvida via um diagrama de sinais. Se um tal fator jamais € zero em um inter-
valo, entdo € positivo ou negativo em todo o intervalo. Logo:

1. Determine os pontos nos quais cada fator € 0. Esses sdo chamados de pontos criticos.

2. Desenhe uma reta numerada e exiba os pontos criticos.

3. Determine o sinal de cada fator em cada intervalo; entdo, usando leis de multiplicagdo ou divisdo, verifique o
sinal de toda a expressao do lado esquerdo da inequacao.

4. Escreva o conjunto solugao.

Exemplo 6.4 Resolva: (x — 1)(x +2)>0

Os pontos criticos sdo 1 e —2, sendo que, respectivamente, x —1 e x + 2 sdo zero. Desenhe uma reta numerada
mostrando os pontos criticos (Fig. 6-2). Esses pontos dividem a reta nos intervalos (—,—2), (—=2,1) e (1,%). Em
(—»,—2),x — 1 e x + 2 s3o negativos; portanto, o produto € positivo. Em (—2,1), x — 1 € negativo e x + 2 € posi-
tivo; logo, o produto € negativo. Em (1,%0), ambos os fatores sdo positivos; assim, o produto € positivo.

Sinal de x — 1 - - +
Sinaldex+1 - + +
Sinal do produto + - +
[} | 1 | | 1 L i 1} | i 1
——tr—TTTTtTTT"1T>
-3 -2 -1 0 1 2
Figura 6-2

A inequacao vale quando (x — 1) (x + 2) é positivo. Logo, o conjunto solucdo consiste dos intervalos: (—,—2)
U (1,%0).

Problemas Resolvidos

6.1 Resolva3(y —5)—4(y+6)=7
Elimine parénteses, combine termos e isole a varidvel:
3y—5-4@+6)=7
3y—15—-4y—-24=<7
—y—39=7
—y =46
y= —46

O conjunto solugdo & [—46, ).
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2x—3 5x+4 3
6.2 Resolva: 3 3 > 5 ]

Multiplique ambos os lados por 24, o MMC entre os denominadores de todas as fragdes e, entdo, proceda como no
problema anterior.

2x — 3 5x + 4 3x
i 6 0%
2 — 3 Sy + 4
24~(X3 )—24‘”6 )>120—24‘3§x

16x — 24 — 20x — 16 > 120 — 9x

—4x — 40 > 120 — 9x
5x > 160
x> 32

O conjunto solugdo € (32,).
6.3 Resolva: =8 <2x —7=5
Uma inequagdo combinada desse tipo pode ser resolvida isolando a varidvel no meio.

—8<2x—-T7=5
—1<2x=12

—% <x=6
O conjunto solugdo é (—%,6].

6.4 Resolva:0 <3 —5x=10
0<3—-5x=10

3 <-5x=7

L

BB
O conjunto solugdo & [—1 2).

6.5 Uma solucdo quimica € mantida entre —30 e —22,5°C. Isso corresponde a qual intervalo em graus Fahrenheit?
Escreva =30 < C< —225euse C = g(Ff32).

-30<C<-225
30 < %(F—32) <25
—54 < F-32<-40,5
-2 < F<-85
O intervalo esta entre —22 ¢ —8,5°F.
6.6 Resolva: x> — 8x = 20
Obtenha 0 do lado direito, escreva o lado esquerdo em forma fatorada e, entdo, faga um diagrama de sinais.

X2—=8x—20=0
x—10)x+2)=0



6.7

6.8

CAPITULO 6 * INEQUAGOES LINEARES E Nio LiNeares ~ ——— I

Os pontos criticos sdo 10 e —2, sendo que, respectivamente, x — 10 e x + 2 sfo zero. Desenhe uma reta numerada,
mostrando os pontos criticos (Fig. 6-3).

Sinalde x - 10 - - +
Sinaldex+2 - + +
Sinal do produto + - +
| | | ] | ] ] ] i L |l 1
T T | 1 I I 1 1 LI LI >
-2 0 10
Figura 6-3

Os pontos criticos dividem a reta real nos intervalos (—%,—2), (—2,10) e (10,0). Em (—%,—2),x — 10 e x + 2 sdo nega-
tivos, logo o produto € positivo. Em (—2,10), x — 10 € negativo e x + 2 € positivo; logo, o produto € negativo. Em (10,%),
ambos os fatores sio positivos; logo, o produto € positivo. A parte envolvendo igualdade na inequacio € satisfeita em am-
bos os pontos criticos e a inequagao € verdadeira quando (x + 2)(x — 10) € negativo; logo, o conjunto solugdo é [—2,10].

Resolva: 2x* + 2 = 5x

Obtenha 0 do lado direito, escreva o lado esquerdo em forma fatorada e, em seguida, faca um diagrama de sinais.
22 =5x+2=0

(x—-2)2x—1)=0

Desenhe uma reta numerada mostrando os pontos criticos % e 2 (Fig. 6-4).

Sinal de x -2 - - +
Sinalde2x-1 — + +
Sinal do produto + — +
{ | | | 1 ] 1 i | | | |
I 1 1 1 ; I 1 1 1 LI 1 >
5 2
Figura 6-4

Os pontos criticos dividem a reta real nos intervalos (— o, %), (%, 2)e (2, ). O produto tem sinal, respectivamente, positivo,
negativo e positivo nesses intervalos. A parte envolvendo igualdade na inequacio € satisfeita em ambos os pontos criticos
e a inequacio € verdadeira quando (2x — 1)(x — 2) € positivo; logo, o conjunto solugdo € (—, 1] U [2, ).

Resolva: x* < x? + 6x
Obtenha 0 do lado direito, escreva o lado esquerdo em forma fatorada e, em seguida, faca um diagrama de sinais.
¥ =x-6x<0
x(x =3)(x+2)<0

Desenhe uma reta numerada mostrando os pontos criticos —2, 0 e 3 (Fig. 6-5).

Sinal de x - - + +
Sinal de x — 3 - - - +
Sinal de x + 2 - + + +
Sinal do produto — + - +
———
-2 0 3

Figura 6-5
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6.9

6.10

Os pontos criticos dividem a reta real (Fig. 6-5) nos intervalos (—%, —2), (=2, 0), (0, 3) e (3, ). O produto tem sinal,
respectivamente, negativo, positivo, negativo e positivo nesses intervalos. A desigualdade vale quando x(x—3)(x+2) é
negativo; logo, o conjunto solugdo € (—o, —2) U (0, 3).

Resolva: * +S 0
x—3
Desenhe uma reta numerada exibindo os pontos criticos —5 e 3 (Fig. 6-6).
Sinal do x -3 - - +
Sinaldox+5 — + +
Sinal do produto + - +
| ] | | | | | l ] 1 | {
Tt T Tt
-5 0 3
Figura 6-6

Os pontos criticos dividem a reta real nos intervalos (—%, —5), (=5, 3), e (3, ©). O quociente tem sinal, respectiva-
mente, positivo, negativo e positivo nesses intervalos. A parte envolvendo igualdade na inequagio € satisfeita no ponto

3 ndo € definida no mesmo. A desigualdade vale quando

. = s 4 = +
critico —5, mas ndo no ponto critico 3, ja que a expressio =

;‘ t g ¢é negativo; logo, o conjunto solugdo € [—5,3).

2x
x—323

A solucido dessa desigualdade difere da solug@o da equacdo correspondente. Se ambos os lados fossem multiplicados
pelo denominador x — 3, seria necessario considerar separadamente os casos nos quais este € positivo, zero ou negativo.

Resolva:

E preferivel conseguir 0 no lado direito e combinar o lado esquerdo na forma de uma fragdo, para entdo formar um
diagrama de sinais.

2x

x—3 3=0

2x _3(X*3)20
x—3 x—3
9 —x

x—320

Desenhe uma reta numerada mostrando os pontos criticos 3 e 9 (Fig. 6-7).

Sinal de x -3 - + +
Sinal de 9 — x + + -
Sinal do produto — + -
| | I ] | | | | } i |
1 1 ] | I 1 1 I 1 i | | >
3 9
Figura 6-7

Os pontos criticos dividem a reta real nos intervalos (—2, 3), (3, 9) e (9, ). O quociente tem sinal, respectivamente,
negativo, positivo e negativo nesses intervalos. (Observe a inversdo de sinais na tabela para 9 — x.) A parte de igualdade
9 —x

x—3

na inequacdo € satisfeita no ponto critico 9, mas ndo no ponto critico 3, ja que a expressao ndo € definida no

9 —x

mesmo. A desigualdade vale quando 3 ¢ positiva; logo, o conjunto solu¢do € (3, 9].

X —
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(x = 2)'Q2x + 37 _

6.11 Resolva: G+ 5P + 4

Desenhe uma reta numerada mostrando os pontos criticos 75,73 e 2 (Fig. 6-8). Observe que o fator x2 + 4 ndo tem
pontos criticos; seu sinal € positivo para todo real x; logo, ndo tem efeito sobre o sinal do resultado.

Sinal de (2x + 3)> + + + +
Sinal de (x —2)1/3 -~ - - +
Sinal de (x + 5)° - + + +
Sinal do produto + - - +
1 | | | | | 1 | l |
1 T 1 T 1 \ ™r—TTT>
-5 -3 0 2
Figura 6-8

Os pontos criticos dividem a reta real nos intervalos (—%,—5), (=5, —%), (—%, 2) e (2, »). O quociente tem sinal,
respectivamente, positivo, negativo, negativo e positivo nesses intervalos. (Observe que o fator (2x + 3)2 ¢ positivo,
exceto em seu ponto critico.) A parte de igualdade na inequagdo € satisfeita nos pontos criticos —% e 2, mas ndo no
ponto critico —5. A desigualdade vale quando a expressdo sob considerag@o € positiva; logo, o conjunto solugdo é
(=%, =5 U {-3} U [2, =)

6.12 Para quais valores de x que a expressdo V9 — x? representa um niimero real?

A expressdo representa um nimero real quando a quantidade 9 — x? é ndo negativa. Resolva a inequacio 9 — ¥ =0, o0u
(3 — x)(3 + x) = 0, desenhando uma reta numerada e mostrando os pontos criticos 3 e —3 (Fig. 6-9).

Sinalde 3 +x - + +
Sinal de 3 — x + + -~
Sinal do produto — + -~
1 l | | I | | } 1 i l |
—tTTrTtTTtTT1T1T
-3 0 3
Figura 6-9

Os pontos criticos dividem a reta real nos intervalos (—2°, —3), (—3, 3) e (3, ©). O produto tem sinal, respectivamente,
negativo, positivo e negativo nesses intervalos. A parte de igualdade na inequacdo € satisfeita nos pontos criticos e a
desigualdade vale quando 9 — x2é positiva, 0 que implica que a expressdo /g — 2 representa um nimero real quando
xestiem [—3, 3].

. ~ X 4 9
6.13 Para quais valores de x a expressao /—(2 96 + 9 representa um nimero real’

A expressdo representa um nimero real quando a quantidade sob o radical ndo € negativa. Resolva a inequagdo

o x I _—
296+ = ( desenhando uma reta numerada e mostrando os pontos criticos —5, 0 e 2 (Fig. 6-10).

Sinal de x - - + +
Sinalde2-x  + + + -
Sinalde5+x — + + +
Sinal do produto + - + -
e
-5 0 2

Figura 6-10
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Os pontos criticos dividem a reta real nos intervalos (—%, —5), (=5, 0), (0, 2) e (2, %). O quociente tem sinal, respec-
tivamente, positivo, negativo, positivo e negativo nesses intervalos. A parte de igualdade na inequacio ¢ satisfeita no
ponto critico 0 e a desigualdade vale quando a quantidade sob o radical € positiva; logo, a expressdo inteira representa
um ndmero real quando x estd em (—o, —5) U [0, 2).

Problemas Complementares

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

Resolva (a) 2"57+7 < %; (b) 0,05(2x — 3) + 0,02x > 15:  (¢) 4(5x — 6) —3(6x — 3) > 2x + 1

Resp. (a) B o), (b) (126,25, ); (c) Nio hd solugdo

21
5x — 6

Resolva (@) —0,01 <x—5<001; (b) % <3

<7 () —6<3—Tx=8
Resp. (a) (4,99,5,01); (b) [£ %) (o) [-2,2

Resolva (@) 5x —x*<6; (b) (x+6)°=2x— D% (¢) £+ (t+ 1> (1 +2)
Resp. (@) (=, 2)U G, () [5,7k (@) (== ~DHUG.=)

1 1
;Sl; @ 1 —x2

Resp. (a) [—1,1]; (b) ndo héd solugdo; (¢) (—,0) U (1,%); (d) (—o,—1] U [I,); (e) (—%»,—1) U {0} U (1,)

Resolva: (@) =1, (b)) 2+ 1<1L (©1+<1 (@

=1

x+3 —9x2 X2 — 4x
- . = LA
Resolva (a) 5 =~ D 2-9 =0 (o 32 — 12 =0

Resp. (a) (=%,00 U (5:%)  (b) (=%, =3) U {0} U (3,%); (c) (=%, =2) U [0,2) U [4,)

Para quais valores de x as expressdes a seguir representam nimeros reais? (a) Vx> — 25 (b)  [X ; i
X
Resp. (a) (=%, =5]U[5,%); (D) (=%, =4 U [4,»)

Para quais valores de x as expressdes a seguir representam nimeros reais?

S S
@ e-1e ® Vae-on

Resp (a) (—,—4) U (4,0); (b) (—6.,6)



Valor Absoluto em

Equacoes e Inequacoes

VALOR ABSOLUTO DE UM NUMERO

O valor absoluto de um nimero real a, representado por lal, foi definido (Capitulo 1) como se segue:

|a|:{a sea =0
—a sea <0

VALOR ABSOLUTO, INTERPRETADO GEOMETRICAMENTE
Geometricamente, o valor absoluto de um nimero real € a distancia desse nimero a origem (ver Fig. 7-1).

<— |5/ =5—>€—l4=4—>

Figura 7-1

Analogamente, a distancia entre dois niimeros reais a e b € o valor absoluto de sua diferenga: la—bl ou Ib—al.
PROPRIEDADES DE VALORES ABSOLUTOS

=l = lal o = Ve

‘ab’ = ‘a‘ ’b’ ’a + b‘ = ‘a‘ + ’b’ (Desigualdade triangular)

Exemplo 7.1 (a) -5 =151 = 5;(b) I—61 = 6; V(—6)2= /36 = 6, assim, |—6| = V (—6)2.
Exemplo 7.2 (a) |—5x%1 = |—=511x% = 5x% (b) 13yl = 13llyl = 3yl

Exemplo 7.3 Desigualdade triangular: |5 + (=7)I =2 =I5l + |=7I=5+7 =12
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VALOR ABSOLUTO EM EQUACOES

Como lal € a distancia de a a origem,

1. A equagdo lal = b € equivalente as duas equacdes a = b e a = —b, para b > 0. (A distincia de a a origem
igualard b precisamente quando a igualar b ou —b.)
2. A equagdo lal = |bl € equivalente as equagdes a = bea = —b.

Exemplo 7.4 Resolva: Ix + 31 =5
Transforme em equagdes equivalentes que ndo apresentem o simbolo do valor absoluto e resolva-as:
x+3=5 ou x+3=-5
x=2 x=-8
Exemplo 7.5 Resolva: Ix — 41 = 13x + 1|
Transforme em equagdes equivalentes que ndo contenham o simbolo do valor absoluto e resolva-as:

x—4=3x+1 ou x—4=-C3x+1)

2x=15 x—4=-3x-1
xz—% 4x =13
_3
YT

VALOR ABSOLUTO EM DESIGUALDADES
Parab > 0,

1. A desigualdade lal < b € equivalente a dupla desigualdade —b < a < b. (Uma vez que a distancia de a a ori-
gem € menor que b, a estd mais proximo da origem que b; ver Fig. 7-2.)

a
w— >
-b 0 b
Figura 7-2

2. A desigualdade lal > b € equivalente as desigualdades a > b e a < —b. (J4 que a distancia de a a origem €
maior que b, a estd mais afastado da origem que b; ver Fig. 7-3.)

a a

—————

-b 0 b

Figura 7-3

Exemplo 7.6 Resolva: Ix — 51 >3
Transforme em inequagdes equivalentes que ndo contenham o simbolo do valor absoluto e resolva-as:
x-5>3 ou x-5<-3

x>8 x<?2
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Problemas Resolvidos

7.1 Resolva: Ix — 71 =2

Transforme em equagdes equivalentes que ndo contenham o simbolo do valor absoluto e resolva-as:

x-7=2 ou x-7==2
x=9 x=5

7.2 Resolva: Ix + 51 = 0,01

x+5=0,01 ou x+5=-0,01
x=—499 x = —5,01

7.3 Resolva: 16x + 71 = 10

6x+7=10 ou 6x+7=-10

6x =3 ox = —17
_1 _
*=2 YT 7%

7.4 Resolva: S5Ixl —3 =6

Primeiramente isole a expressido com valor absoluto e, em seguida, escreva as duas equacdes equivalentes que ndo con-
tenham o simbolo de valor absoluto.

S| =9

9
-3

W\

=2 -
X—S ou x =

7.5 Resolva: 315 — 2x| +4 =9

Isole a expressdo com valor absoluto.

3|5 — 24

Wl

|5 — 2x|

Escreva e resolva as duas equagdes equivalentes que ndo contenham o simbolo de valor absoluto.

_5 a3
5—2x—3 ou 5—-—2x= 3
—2x=—13f0 —2x=—?
5 10

=3 rT3

7.6 Resolva: I15x — 31 = —8

Como o valor absoluto de um nimero jamais € negativo, essa equacao ndo tem solugao.
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7.7 Resolva: [2x — 5| = [8x + 3|

Transforme em equagdes equivalentes que nao contenham o simbolo do valor absoluto e resolva-as:

2x —5=8x+3 ou 2x — 5= —(8x + 3)

—6x =8 2x — 5= -8 —3
x:—g 10x =2
_1
*=3

7.8 Resolva: Ix + 51 >3
Converta para desigualdades equivalentes que ndo contenham o simbolo de valor absoluto e resolva-as:
x+5>3 ou x+5<-3
x> =2 x< —8

Solucdo: (—o%,—8) U (—2,2)

7.9 Resolva: Ix — 31 =10
Transforme em uma desigualdade dupla equivalente e resolva-a:
-10=x—-3=10
-7=x=13

Solugdo: [—7,13]

7.10 Resolva: 412x — 71 +5 <19

Isole a expressdo com valor absoluto e, entdo, transforme em uma desigualdade dupla equivalente e resolva-a:
42x - 7| <14
7
2x = 7| <5

7 7
2<2x 7<2

7 21
2<2)c< >

7 21
Z<X<T

Solugdo: (7, %)

7.11 Resolva: 15x — 31 > — 1

Uma vez que o valor absoluto de um nimero real é sempre positivo ou zero — logo, € sempre maior que qualquer ni-
mero negativo — todos os reais sao solugdes.

7.12 Escreva na forma de inequagdo com e sem o simbolo de valor absoluto, e represente graficamente a solucao
em uma reta numerada: a distdncia entre x € a € menor que d.

Usando o simbolo de valor absoluto, essa inequacdo torna-se Ix — al < 8. Reescreva como uma desigualdade dupla e
resolva:

—d<x—a<?3d

a—0d<x<a+3d
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O gréfico € exibido na Fig. 7-4:

Figura 7-4

Problemas Complementares

7.13

7.14

7.15

7.16

717

7.18

7.19

7.20

7.21

Prove que labl = lallbl. (Sugestdo: considere os casos separadamente para vdrios sinais de a e b.)
(a) Prove que, para qualquer nimero real x, —Ixl =x = Ixl. (b) Use o item (a) para demonstrar a desigualdade triangular.

Escreva como uma equacao ou uma inequagao e resolva:
(a) A distanciaentre xe 3 éiguala7. (b) 5 € duas vezes a distancia entre x e 6.

(c) A distancia entre x e —3 ¢ maior que 2.

Resp. (a) 1x =31 =7, {—4,10} (b) 5=2lx—6I; {2} (0) Ix +31>2;(—%,—5) U (—1,%)
Resolva: (a) |x + 8| =5, (b)) [x +5/ <8 (o) x—3]=4

Resp. (a) {—13,-3}; (D) (=133); (0) (=o0,=1] U [7,0)

Resolva: (a) |x| + 8 =5, (b)) 2]x] +5=8 (c)jx+8 —5>1

Resp. (a) ndo hd solugao; (b) [—3,3]; (¢) (—o,~14) U (=2,)

Resolva: 15 — 2x| = 3lx+11 Resp. {—8, %}

Resolva: I3 — 5x| =9 Resp. (—00, —g] U [lgz, 00)

Resolva: 3x + 41 + 5 <1 Resp. Sem solugdo

Resolva: (a) 0<Ix—51<8; (b)) 0<I2x+3I=7; (c) 0<Ix—cl=39d

Resp. (a) (—=3,5) U (5,13); (b) [=5,-3/2)U(=3/2,2]; (c¢) [c —=8,¢) U (c,c+ 9]



Capitulo 8

Geometria Analitica

SISTEMA COORDENADO CARTESIANO*

Um sistema coordenado cartesiano consiste de duas retas reais perpendiculares, ditas eixos coordenados, que intercep-
tam em suas origens. Geralmente, uma reta € horizontal e chamada de eixo x, e a outra € vertical e chamada de eixo y.
Os eixos dividem o plano coordenado, ou plano xy, em quatro partes conhecidas como guadrantes e numeradas como
primeiro, segundo, terceiro e quarto, ou I, IT, III e I'V. Pontos sobre os eixos ndo estdo em nenhum quadrante.

CORRESPONDENCIA BIJETORA

Uma correspondéncia bijetora existe entre pares ordenados de niimeros (a,b) e pontos nos planos coordenados
(Fig. 8-1). Assim,

1. Para cada ponto P corresponde um par ordenado de nimeros (a,b) chamados de coordenadas de P. a € chama-
da de coordenada x ou abscissa; b € dita a coordenada y ou ordenada.

2. Para cada par ordenado de nimeros corresponde um ponto chamado de grafico do par ordenado. O gréfico
pode ser representado por uma marca pontual.

y
A

II I
P(a,b)
>
III v
Figura 8-1

A DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

A distancia entre dois pontos P (x,,y,) € P,(x,,y,) em um sistema de coordenadas cartesianas € dada pela formula de
distancia:

d(pP,p,) = \/(xz —x)?+ (2 — n)?

* N. de T.: Alguns autores preferem o termo “sistema de coordenadas cartesianas”. Neste livro, adotamos as duas expressdes.
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Exemplo 8.1 Encontre a distancia entre (—3,5) ¢ (4,—1).

Faca P,(x,,y,) = (—3,5) e P,(x,,y,) = (4,—1). Entdo, substitua na férmula de distancia.

d(P,P,) = \/(x2 —x)?+ (2 — n)?
V4= (=3P + [(-1) — 5P
= V72 + (-6 = V385

O GRAFICO DE UMA EQUACAO

O grafico de uma equacdo de duas varidveis € o grafico de seu conjunto solugdo, ou seja, de todos os pares ordena-
dos (a,b) que satisfazem a equacdo. Como em geral hd um ndmero infinito de solugdes, um esbogo do grifico
normalmente € suficiente. Um procedimento simples para se fazer um esboco de um grafico € determinar varias
solu¢des, representd-las com marcas pontuais e, entdo, conectar as marcas com uma curva suave ou linha.

Exemplo 8.2 Esboce o grifico da equagido x — 2y = 10.

Faga uma tabela de valores; represente graficamente os pontos e conecte-0s. O grafico € uma linha reta, como mos-
trado na Fig. 8-2.

Figura 8-2

INTERCEPTOS

As coordenadas dos pontos nos quais o grafico de uma equagao cruza o eixo x e 0 eixo y tém nomes especiais:

1. A coordenada x de um ponto no qual o grafico cruza o eixo x é chamada de intercepto x do gréfico. Para
encontra-la, faca y = 0 e resolva em relagéo a x.

2. A coordenada y de um ponto no qual o grafico cruza o eixo y é chamada de intercepto y do grafico. Para
encontra-la, faca x = 0 e resolva em relagéo a y.

Exemplo 8.3 No exemplo anterior, o intercepto x do gréfico é 10, uma vez que o grafico cruza o eixo x em
(10,0); e o intercepto y € —5, uma vez que o grafico cruza o eixo y em (0,—5).

Exemplo 8.4 Encontre os interceptos do gréfico da equacio y = 4 — x?

Faga x = 0; entdo, y = 4 — 0°= 4 Logo, o intercepto y é 4.

Facay=10.Se0=4 — x% entdo x2 = 4; assim, x = *2. Logo, 2 e —2 s@o os interceptos x.

SIMETRIA

Simetria € um auxilio importante para fazer graficos de equagdes mais complicadas. Um grafico ¢:

1. simétrico com relac@o ao eixo y se (—a,b) estd no grafico toda vez que (a,b) também estd (simetria em relacdo
ao eixo y);
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2. simétrico com relacio ao eixo x se (a,—b) esta no grafico toda vez que (a,b) também estd (simetria em relagio
a0 €eixo x);

3. simétrico com relagdo a origem se (—a,—b) estd no grafico toda vez que (a,b) também estd (simetria em rela-
¢do a origem);

4. simétrico com relagdo a reta y = x se (b,a) estd no grafico toda vez que (a,b) também esta.

Terminologia Teste llustracdo

y

A
O gréfico € simétrico em rela¢@o ao A equacdo € inalterdvel quando x é (-a.b) (@.b)
eixo y. substituido por —x. > x

y

TNE@
O gréfico € simétrico em rela¢@o ao A equacdo € inalterdvel quando y é \
€ixo Xx. substituido por —y. > x
__/ (av"b)

y
O gréfico € simétrico em relacdo a A equacdo € inalterdvel quando x é (a,b)
origem. substituido por —x e y por —y. > x

(-a,~b)
y /
A /y=x

(a.b)) /

0 eréfico € simétri . g ) /,
gréfico € simétrico em relagdo a li- A equacio € inalterdvel quando x e y (b.a)
nhay = x. sdo trocados. Z 3 x
7/
/7
7/
/

Figura 8-3
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TESTES PARA SIMETRIA

Testes para simetria (Fig. 8-3)

1. Se substituir x por —x leva a mesma equagao, o grafico tem simetria em relagdo ao eixo y.

2. Se substituir y por —y leva a mesma equagdo, o grafico tem simetria em relag@o ao eixo x.

3. Se, simultaneamente, substituir x por —x e y por —y conduz a mesma equacdo, o grafico tem simetria em rela-

¢do a origem.

Nota: um gréfico pode nao ter qualquer uma dessas simetrias, ou ter uma ou todas as trés. Nao € possivel para um
gréfico ter exatamente duas dessas trés simetrias.
A quarta simetria raramente € testada:

4. Se atroca das letras x e y conduzir & mesma equacao, o grafico tem simetria em relacdo a reta y = x.

Exemplo 8.5 Teste a equacio y = 4 — x? com relacdo a simetria e desenhe o gréfico.

Substitua x por —x: y = 4 — (—x)?> = 4 — x%. Como a equacdo fica inalterada, o grifico tem simetria com relacdo
ao eixo y (ver Fig. 8-4).

Substitua y por —y: —y = 4 —x% y = —4 + x2. Como a equa¢io mudou, o grifico nfio tem simetria com relacfio
ao eixo x. Nao € possivel para o grafico ter simetria em relacio a origem; ver nota da pagina anterior. Uma vez que
o grafico tem simetria no eixo y, € apenas necessdrio encontrar pontos com valores nao negativos para x e, ento,
espelhar o grifico em relagdo ao eixo y.

xlof1]|2]3]| 4 2
ylal3]o]|-s]-12 3 /21 1 3"
-2
-4
Figura 8-4
UM CiRCULO

Um circulo com centro C(h,k) e raio r > 0 € o conjunto de todos os pontos no plano que estdo a r unidades de
comprimento de C (Fig. 8-5).%

y
A P(x,y)

L

C(h,k)

\‘__/ X

Figura 8-5

* N. de T.: Alguns autores preferem chamar esse conjunto de circunferéncia, utilizando a palavra “circulo” para designar a
circunferéncia e seu “interior”. Neste livro, “circulo” designa tanto a circunferéncia (como na defini¢cdo dada aqui), quanto
seu interior (o que fica evidente no Capitulo 9).
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A EQUACAO DE UM CIRCULO

A equagdo de um circulo com centro C(h,k) e raio » > 0 pode ser escrita como (forma candnica)
(= P+ (= kP =1
Se o centro do circulo € a origem (0,0), isso se reduz a
X+yr=r

Se r = 1, o circulo é chamado de circulo unitdrio.

PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO DE RETA

O ponto médio de um segmento de reta com extremos P,(x,,y,) € P,(x,,y,) € dado pela férmula do ponto médio:

X+ x 0y +)’2>

Ponto médio de P, P, = ( D)

Problemas Resolvidos

8.1 Demonstre a formula de distancia.

Na Figura 8-6, P, e P, sdo exibidos. Introduza Q(x,, y,) como ilustrado. Entdo, a distincia entre P, e Q
¢é a diferenca entre suas coordenadas no eixo x, lx, — x,l; analogamente, a distincia entre Q e P, € a diferen-
¢a entre suas coordenadas no eixo y, ly, — y,| No tridngulo retingulo P, P, Q, aplique o teorema de Pitdgo-
ras: & =Ix, — x,* + Iy, — y,F =&, — x)* + (v, — y)? uma vez que la*l = a?, de acordo com as proprieda-
des de valor absoluto. Assim, aplicando a raiz quadrada e observando que d, a distancia, é sempre positiva,
d(PPy) = V(5 = 3 + (0r = )

Yy
A
Py(xn,y2)

d |y2-—y1|
X

Py(x1.y1) by —xql  Q(x.y1)

Figura 8-6

8.2 Determine a distancia d(P,,P,), dados:
(@) P,(=5,—4), P,(—8,0); (b) P,2\V/22V2), P0,5V/2); (c) P,(x.x3), Py(x + h,(x + h)?)

(a) Substitua x, = —5,y, = —4,x, = —8, y, = 0 na férmula da distancia:

d= V@, —x)P+ @, —y)
= VI(=8) — (=5 + [0 — (—4)]
=V9+16=V255=5
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(b) Substitua x, = 2\6, v, = 2\6, x=0,y,= 5\6 na férmula da distincia:

d= V@, —x)?+ (3, — y))?

= V0 - 2V22 + 5V2 - 2V2y
Vi—2V2e + 3V2y
V8 + 18 = V26

(¢) Substitua x, = x, y, = x> x, = x + h, y, = (x + h)* na férmula da distancia e simplifique:

d= \/(xz —x)? + (O = y)?
= \/(x +h—=x)2?+ [(x + h)? — x2]2
= Vh2 + (2xh + h2)?

= VI + 422 + 4xh + bt

8.3 Analise os interceptos e a simetria e, em seguida, esboce o grafico:
(@ y=12—4x; b)) y=x*+3; () y¥+x=5, ) 2y=x>

(a) Facax = 0,entdoy = 12 — 4 - 0 =12. Logo, 12 € o intercepto y.
Facay = 0,entdo 0 = 12 — 4x; assim, x = 3. Logo, 3 € o intercepto x.

Substitua x por —x: y = 12 — 4(—x); y = 12 + 4x. Como a equagdo esta diferente, o grafico (ver Fig. 8-7) ndo tem
simetria em relacdo ao eixo y.

Substitua y por —y: —y = 12 — 4x; y = — 12 + 4x. Como a equagdo estd diferente, o grifico nfio tem simetria em
relagdo ao eixo x.

Substitua x por —x ey por —y: —y = 12 — 4(—x); y = — 12 — 4x. Como a equagdo esta diferente, o grafico ndo
tem simetria em relacdo a origem.

Faca uma tabela de valores; em seguida desenhe os pontos e conecte-os. O gréifico € uma linha reta.

y
w
x{|-1{ 0| 123 }14]S5 10
ylli6|12| 8| 4|0 |-4]|-8
5

-1 1 2 3\1

Figura 8-7

(b) Facax = 0, entdio, y = 0> + 3 =3. Logo, 3 é 0 intercepto y.
Facay = 0, entdo, 0 = x>+ 3.Nio hd solucdo real; portanto, ndo hd intercepto x.
Substitua x por —x: y = (—x)> + 3 = x*> + 3. Como a equacfio estd inalterada, o grafico (Fig. 8-8) tem simetria em
relag@o ao eixo y.
Substitua y por —y: —y = X2+ 3; y=- x* — 3. Como a equacdo estd diferente, o grifico ndo tem simetria em
relag¢@o ao eixo x.

Nio € possivel o grifico ter simetria em relagio a origem. Como o grafico tem simetria com o eixo y, € necessario
apenas encontrar pontos com valores ndo negativos de x e, entdo, espelhar o gréifico através do eixo y.
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12y
xfof1]{2]3]| 4 1‘;
yil3lal7]12] 19 6
4
2

X

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 8-8
(c) Fagax = 0, entdo, y2 + 0 = 5;assim,y = = \/5 Logo, = \/5 sdo interceptos y.
Facay = 0,entdo, x = 5. Logo, 5 € o intercepto x.

Substitua x por —x: y> = 5. Como a equagio esté diferente, o gréfico (ver Fig. 8-9) ndo tem simetria em relagiio ao
eixo y.

Substitua y por —y: (—y)> + x = 5; y* + x = 5. Como a equacio est4 inalterada, o gréfico tem simetria em relacio
ao eixo x.

Nao € possivel o grifico ter simetria em relacio a origem. Como o grifico tem simetria com o eixo x, € necessario
apenas encontrar pontos com valores ndo negativos de y e, entdo, espelhar o gréfico através do eixo x.

4
slalil=l-n \2

-10-7.5-5-2.5

—

Yy
\x
2.5

Figura 8-9

(d) Faga x = 0, entdo, 2y = 0% assim, y = 0. Logo, 0 € o intercepto y.

Facay = 0,entdo,2 - 0 = X3 assim, x = 0. Logo, 0 € o intercepto x.

Substitua x por —x: 2y = (—x)% 2y = —x* Como a equacdo esta diferente, o grafico (Fig. 8-10) ndo tem simetria
em relagdo ao eixo y

Substitua y por —y: 2(—y) = x5 2y = —x> Como a equagdo estd diferente, o grafico ndo tem simetria em relacio
ao eixo x.

Substitua x por —x e y por —y: —2y = (—x)% 2y = x°. Como a equacio est4 inalterada, o grafico tem simetria em
relagdo a origem.

Faca uma tabela de valores para x positivo, desenhe os pontos e conecte-os e, entdo, espelhe o grafico através da

origem.
y
xflo| 1 |2 3 | 4 10
5
yllo] . 4] z | 32 .
2 2 1 2 3

Figura 8-10

8.4 Analise os interceptos e a simetria e, entdo, esboce o grafico:

(@ y=1Ixl—4; () 4x>+y>=36; (c) Ixl + Iyl =3; (d) x>y =12.
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(a) Procedendo como no problema anterior, os interceptos x sdo =4 e o intercepto y € —4. O gréfico tem simetria em
relac@o ao eixo y. Faca uma tabela de valores positivos para x, desenhe os pontos e conecte-os e, entdo, espelhe o
gréfico (Fig. 8-11) através do eixo y.

\ 1Y : 4/x

Figura 8-11

(b) Os interceptos x s3o £3 e os interceptos y sdo *6.
O grafico tem simetria em relacdo ao eixo x, ao eixo y e a origem. Faga uma tabela de valores para x e y positivos,
desenhe os pontos e conecte-os e, entdo, espelhe o grafico (Fig. 8-12), primeiramente através do eixo y e, em

Y

\ X

j
(c) Os interceptos x s3o £3 e os interceptos y sdo *3.

O grafico tem simetria em relacdo ao eixo x, ao eixo y e a origem. Faga uma tabela de valores para x e y positivos,
desenhe os pontos e conecte-os e, entdo, espelhe o grafico (Fig. 8-13), primeiramente através do eixo y e, em
seguida, através do eixo x.

seguida, através do eixo x.

Y|[6| 32~56 | J20=44 | O

Figura 8-12

y
«Jlof1]2]3
2
312]1]0
Y 1
X
N2 1 [ 1 2%
-1
-2
-3

Figura 8-13

(d) Nao h4 interceptos x ou y.
O grafico tem simetria em rela¢do ao eixo y. Faca uma tabela de valores para x positivo, desenhe os pontos e
conecte-os e, entdo, espelhe o grafico (Fig. 8-14) através do eixo y.



@73» ————  Pre-CiLcuo

8.5

8.6

8.7

8.8

x 0 112} 3 4

¥|| indefinido | 12| 3| 4/3| 3/4

N Wb oy

Figura 8-14

Encontre o centro e o raio dos circulos com as seguintes equagdes:
(@ 2+y*=9; () x—3)P+G+272=25 () @+5+(+3p=21

(a) Comparando a equagdo dada com a forma x* + y* = 2, 0 centro esté na origem. Como /2 = 9, 0 raio § \/9 = 3.

(b) Comparando a equago dada com a forma (x — h)> + (y — k)> = %, h = 3 e —k = 2; logo, o centro estd em (h,k) =
(3,—2). Como r* = 25, o raio é /25 = 5.

(c) Comparando a equagio dada com a forma (x — h)>+ (y — k)’ =1, —h=5e —k = %; logo, o centro estd em
(h,k) =(—5, —3). Como /2 = 21, o raio é V/21.

Encontre as equagdes dos seguintes circulos: (a) centro na origem, raio 7; (b) centro em (2,—3), raio \/ﬁ;
(¢) centroem (—5 \[2, 0), raio 5 V2.
(a) Substitua r = 7 em x> + y2 =2 A equacio éx2 + y2 =49.
(b) Substitvah =2,k = —3,r=\V1demx — h2 + (y — k> = >
Aequagio € (x — 2> + [y — (=3)PP = (V14 ou (x = 2)° + (y + 37 = 14.
(c) Substituah = —5\V2,k=0,r =5V2em(x — h?> + (y — k)2 = 1.
Aequacio é[x — (—=5V2)2 + (v — 0)2 = (5V220u(x + 5V2)2 + y2 = 50.

Encontre o centro e o raio do cfrculo com a equagio x> + y> — 4x — 12y =9
Complete o quadrado em x e em y.
R A+ —12y=9 Lol =4 Femf =3
X2—4dx+4+y - 12y +36=4+36+9 Adicione 4 + 36 a ambos os lados
x — 22+ @y —6)? =49

Comparando essa equagdo com a forma (x — h)2 + - k)2 = /2, 0 centro estd em (h,k) = (2,6)eoraio € 7.

Demonstre a formula do ponto médio.

Na Fig. 8-15, sdo dados P,(x,,y,) € P,(x,,y,). Sejam (x,y) as coordenadas desconhecidas do ponto médio M. Projete os
pontos M, P, P, sobre o eixo x, como mostrado.

y

Prlxpyp) AM(x’y) Palxzy2)

X1 X Xy

Figura 8-15
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Sabe-se da geometria plana que os segmentos projetados estdo na mesma razao que os segmentos originais. Logo, a
distancia de x, a x € a mesma de x a x,. Assim, x, — x = x — x,. Resolvendo em relacdo a x:

—2x = —x — x,
X+ x,
*T T
Da mesma forma, pode-se mostrar, por projecao sobre o €ixo y, que y = Q

Encontre o ponto médio M do segmento P,P, dado por P (3,—8), P,(—6,6).

Substitua x;, = 3,y, = —8,x, = —6, y, = 6 na férmula do ponto médio. Entdo,

YA w346 (=8 +6 _<_§_1>
2 2 N 2 ? 2 N 2’

sdo as coordenadas de M.

Encontre a equagdo de um circulo tal que (0,6) e (8,—8) sejam as extremidades de um didmetro.

Passo 1. O centro € o ponto médio do didmetro. Encontre as coordenadas do centro a partir da férmula do ponto médio.

TN TN fo+8 6+ (=8))
( 2 s 2 - 2 s 2 7(4,_1)

Passo 2. O raio € a distancia do centro a qualquer uma das extremidades dadas. Encontre o raio a partir da férmula de
distancia.

Vi, —x 2+ (0n —y)r= Vi — 02+ [(—1) — 62 = V16 + 49 = V65

Passo 3. Substitua o raio e as coordenadas do centro obtidos na forma candnica para a equagdo de um circulo.
r=\e5, (h, k)= (4,—1).
x+h2+ @ —k2=1r
(x =42+ [y — (=D]F = (V65)

x—42+ @+ 1)2=65

Mostre que o tridngulo com vértices A(1,3), B(—1,2) e C(5,—5) € retangulo.

Passo 1. Primeiro encontre os comprimentos dos lados a partir da férmula de distancia

dAB) =V, —x 2+ o~y = VI - 1P+@2-3r=V5=¢

dB.C) = V(t, = x)2 + (0, —y2 = VI5 = (=D + [(=5) — 2P = V85 = a

dAC) = Vi, — x)2 + (5, —y)2 = V(5 — 12+ [(=5) — 3 = V80 = b

Passo 2. Aplique a reciproca do teorema de Pitdgoras.
Como a® = (V852 = 85¢ b2 + ¢2 = (\V/80)2 + (V52 = 80 + 5 = 85,a relagio a® = b2 + ¢* & satisfeita; logo, o
triangulo € um tridngulo retangulo.

Mostre que P(—12,11) pertence ao bissetor perpendicular ao segmento de reta que une A(0,—3) e B(6,15).

O bissetor perpendicular de um segmento consiste de todos os pontos que estdo equidistantes de suas extremidades.
Assim, se PA = PB, entdo P repousa sobre o bissetor perpendicular de AB. A partir da férmula de distancia,

dAP) = V(x, — x) + (3, — y)2 = VI(=12) — 0P + [11 — (=3)2 = V340 = PA

d(P.B) = V(x, — x)2 + (v, — y)2 = VI6 — (—12) + (15 — 112 = \/340 = PB

Logo, PA = PB e P estd sobre o bissetor perpendicular de AB.
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8.13 Encontre uma equagdo para o bissetor perpendicular do segmento da reta que une A(7,—8) e B(—2,5).

O bissetor perpendicular de um segmento consiste de todos os pontos que estdo equidistantes de suas extremidades.
Assim, se PA = PB, entdo P repousa sobre o bissetor perpendicular de AB. Sejam (x,y) as coordenadas desconhecidas
de P. Entdo, de acordo com a férmula de distancia, PA = PB se

PA=Vax—-72+y— (8P = Vx— (2P +(y—52=PB
Elevando ambos os lados ao quadrado e simplificando, tem-se

=D+ - (P = — (2P + @ —35)7
X—14x+49+y>+ 16y + 64 =x>+4x +4+y>— 10y + 25
18x — 26y = 84
9x — 13y = 42

Essa ¢ a equagio satisfeita por todos os pontos equidistantes a A e B. Portanto, € a equaco do bissetor perpendicular a AB.

Problemas Complementares

8.14 Descreva o conjunto dos pontos que satisfazem as relagdes: (a) x =0; (b)) x>0; (¢c) xy<0; () y>1

Resp. (a) Todos os pontos sobre o eixoy; (b) todos os pontos a direita do eixoy; (c) todos os pontos do segundo e
quarto quadrantes; (d) todos os pontos acima daretay = 1.

8.15 Encontre as distancias entre os seguintes pares de pontos: (@) (0,—7)e (7,0); (b) (=3 \/g, -3)e(3 \/3:, 3)
Resp. (a) TV2; (b) 12

8.16 Encontre o comprimento e o ponto médio dos segmentos de reta com as extremidades a seguir:
@ A(1,8),B(=3,4); (b) ABG,~7,B(0,8); () A(1,V2),B(-15V?2)

Resp. (a) comprimento 4 \6, ponto médio (—1,6); (b) comprimento 3V 26, ponto médio (%, %), (¢) comprimento
6, ponto médio (0,3 \/5)

8.17 Analise as equacdes a seguir para medir simetria, ndo esboce os graficos:
@x2=4 ) ¥y=4 ©y|=4 @2+xy=4 (@2+y+y2=4 (h2+axy+y?=4
Resp. (a) simetria em relacio ao eixo x; (b) simetria em relag@o a origem; (c¢) simetria em relacdo ao eixo x, ao

eixo y e a origem; (d) simetria em relacdo a origem; (e) simetria em relacdo ao eixo y; (f) simetria em
relagdo a origem

8.18 Analise a simetria e os interceptos e, entdo, esboce os graficos:
(@3x+4y+12=0 (b)y*=10+x
©y¥=x*=9 (dhl—IxI=3

Resp. (a) Fig. 8-16: intercepto x — 4, intercepto y —3, sem simetria

Figura 8-16
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(b) Fig. 8-17: intercepto x — 10, interceptos y =/ 10, y —
simetria em rela¢do ao eixo x

Figura 8-17
(c) Fig. 8-18: sem intercepto x, interceptos y *3, simetria em y
relac@o aos eixos x e y, e a origem N_/
2
x
-4 -2 2 4
-2
/’-Z
Figura 8-18
(d) Fig. 8-19: sem intercepto x, interceptos y 3, simetria em 6 y
rela¢@o aos eixos x e y, e a origem
4
2
X
-3-2-1 1 2 3
-2
/ \
-6
Figura 8-19
8.19 Analise a simetria e os interceptos, entdo esboce os graficos: y
(@ x+y=00y+ [ =4@x =4y} A
@) | +x2=4(e) x| = % () —xy* = 4
Resp. (a) Fig. 8-20: intercepto x 0, intercepto y 0, simetria em relagdo a 2
origem
X
) 2 4
-2
-4

Figura 8-20
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(b) Fig. 8-21: interceptos x =4, intercepto y 4, simetria
em relacdo ao eixo y

(c) Fig. 8-22: intercepto x 0, intercepto y 0, simetria em
relag@o a origem

(d) Fig. 8-23: interceptos x +2, interceptos y +4,
simetria em relagdo a origem

(e) Fig. 8-24: intercepto x 0, intercepto y 0, simetria em relagao
a0 eixo x, a0 eixo y, e a origem

ST NN

Figura 8-21

Figura 8-22

y
15

Jx
6 4 /2&6

Figura 8-23

Figura 8-24
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(f) Fig. 8-25: ndo hd interceptos, simetria em relacéo ao eixo x y

— N

43 12 4

2

4

Figura 8-25

8.20 Encontre as equacdes dos seguintes circulos: (a) centro (5,—2), raio \/10; (b) centro (%—%), diadmetro 3;

(c) centro (3,8), passando pela origem; (d) centro (—3,—4), tangente ao eixo y.
Resp. (@) x— 52+ (@ +22=V10; ) (x—2+(+3) =%
© =37+ (=8"=73% (@ x+3)*+(+4>=9
8.21 Encontre as equacdes dos seguintes circulos: (a) centro (5, 2), (3, —1) é um ponto no circulo;

(b) (5, —5)e (—3, —9) sdo extremidades de um diametro.

Resp. (@) (x — 5P + (y — 22 =13, (b) (x — 12+ (y + 72 = 20

8.22 Determine se as seguintes equacdes representam circulos e, se assim for, encontre o centro e o raio:
(@ X+ y*+8x+2y=5 (b) X+ )" —4x— 8y +20=0; () 2%+ 2y — 6x + 14y = 3;
(d) x>+ y*+ 12x + 20y + 200 =0

Resp. (a) circulo, centro (—4,—1), raio V' 22; (b) ndo € um circulo; o gréfico consiste apenas do ponto (2,4);
(c¢) circulo, centro % —%), raio 4; (d) ndo se trata de circulo; nao hd pontos no gréfico.

8.23 Mostre que o tridngulo com vértices (—10,7), (—6,—2) e (3,2) € isdsceles.

8.24 Mostre que o tridngulo com vértices (4, \/5), (5,0) e (6, \/5) ¢ equildatero.

8.25 Mostre que o tridngulo com vértices (6, 9), (1, 1) e (9, —4) € um tridngulo retdngulo e isdsceles.
8.26 Mostre que o quadrildtero com vértices (—3, —3), (5, —1), (7, 7) e (—1, 5) € um trapézio.

8.27 Mostre que o quadrildtero com vértices (7,2), (10,0), (8,—3) e (5,—1) € um quadrado.

8.28 (a) Encontre a equagdo do bissetor perpendicular ao segmento da reta com extremidades (—2,—5) e (7,—1).

(b) Mostre que a equacdo do bissetor perpendicular ao segmento da reta com extremidades (x,,y,) € (x,,y,) pode ser
X — X y—-y
Yo=Y XX
Resp. (a) 18x + 8y =21

escrita como = 0, sendo que (x,y) sdo as coordenadas do ponto médio do segmento.



Capitulo 9

Funcoes

DEFINICAO DE FUNCAO

Uma fung¢ao f de um conjunto D em um conjunto E € uma regra ou correspondéncia que associa a cada elemento x
do conjunto D exatamente um elemento y do conjunto E. O conjunto D € dito o dominio da funcdo. O elemento y
de E é chamado de imagem de x por f, ou o valor de fem x, e € representado por f(x). O subconjunto R de E forma-
do por todas as imagens de elementos de D € conhecido como a imagem da fungdo. Os elementos do dominio D e
da imagem R sdo referidos como os valores de entrada e saida, respectivamente.

Exemplo 9.1 Seja D o conjunto de todas as palavras em portugués com menos de 20 letras. Seja f a regra que
associa a cada palavra o nimero de ocorréncias de letras na mesma. Entdo, E pode ser o conjunto de todos os in-
teiros (ou algum conjunto maior); R € o conjunto {x € NI1 = x = 20}. fassocia a palavra “comer” o nimero 5; isso
seria escrito como f (comer) = 5. Além disso, f(a) = 1 e f (materiais) = 9.

Observe que a funcdo associa uma tnica imagem para cada elemento de seu dominio; no entanto, mais de um ele-
mento pode ser associado a mesma imagem.
Exemplo 9.2 Seja D o conjunto dos niimeros reais e g a regra dada por g(x) = x> + 3. Calcule: g(4), g(—4),
g(a) + g(b), gla + b). Qual € aimagem de g?
Calcule valores de g substituindo x na regra g(x) = x> + 3:
gh=4+3=19 g=4h =(—4>+3=19
ga)+gb)=a+3+0P+3=a>+b+6
gla+b)y=(a+0b?+3=a>+2ab+b*+3
A imagem de g é determinada observando que o quadrado de um ndmero, x?, € sempre maior ou igual a zero; as-
sim, g(x) = x> + 3 = 3. Logo, a imagem de g ¢ {y € Rly = 3}.

NOTACAO DE FUNGAO

Uma fungdo € denotada por f: D—E. O efeito de uma fung@o sobre um elemento de D é, ento, escrito como f: x—f
(x). Uma ilustracdo como a mostrada na Fig. 9-1 € frequentemente usada para visualizar a fung@o.

f

fx)
D E

Figura 9-1
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O DOMINIO E A IMAGEM

O dominio e a imagem de uma fung¢do geralmente sdo conjuntos de nlimeros reais. Se uma funcao € definida por uma
expressdo e o dominio ndo € explicitado, considera-se que o dominio € o conjunto de todos 0s nimeros reais para os
quais a expressao € definida. Esse conjunto € chamado de dominio implicado ou maior dominio possivel da fungio.*
x—3
P 6;(b)g()c) = Vx =5 @hx)=x*—4

€ definida para todos os nimeros reais x, exceto quando x+6 = 0, ou seja, quando

Exemplo 9.3 Encontre o dominio (maior possivel) para: (a) f(x) =
x—3
x+6
x= —6. Assim, o dominio de fé{x e Rlx # —6 }.

(a) A expressdo

(b) A expressdo Vx — 5 ¢ definida quando x — 5 = 0, ou seja, quando x = 5. Logo, o dominiode g é {xe RIx =5 }.
(c) A expressio x> — 4 é definida para todos os niimeros reais. Portanto, o dominio de / é R.

GRAFICO DE UMA FUNGCAO

O gréfico de uma fungdo f ¢ o grafico de todos os pontos (x,y), tal que x estd no dominio de fe y = f(x).

TESTE DA LINHA VERTICAL

Como para cada valor de x no dominio de /' hd exatamente um valor de y tal que y = f(x), uma linha vertical x = ¢
pode cruzar o grafico de uma fungdo no maximo uma vez. Desse modo, se uma linha vertical cruza um grafico mais
de uma vez, este ndo € o grafico de uma funcao.

FUNCOES CRESCENTES, DECRESCENTES E CONSTANTES

1. Se para todo x em um intervalo, a medida que x cresce, o valor de f{x) aumenta; ou seja, se o grafico da funcio
cresce da esquerda para a direita, f € chamada de fungdo crescente no intervalo. Uma fun¢ao crescente em todo
o seu dominio € dita fungdo crescente. Algebricamente, f'¢é crescente em (a,b) se para quaisquer x, e x,em (a,b),
quando x, < x,, flx,) < flx,).

2. Se para todo x em um intervalo, a medida que x cresce, o valor de f{x) diminui; ou seja, se o grafico da fungado
cai da esquerda para a direita, f € chamada de fun¢do decrescente no intervalo. Uma funcdo decrescente em
todo o seu dominio € dita fun¢do decrescente. Algebricamente, f é decrescente em (a,b) se para quaisquer x, e
x,em (a,b), quando x, < x,, fix,) > fix,).

3. Se o valor de uma fun¢@o nao muda em um intervalo, logo o grafico da funcdo € um segmento de reta horizontal
e, entdo, a funcdo € dita uma fungdo constante no intervalo. Uma fungio constante em todo o seu dominio € dita
Sfungdo constante. Algebricamente, f € constante em (a,b) se para quaisquer x, e x,em (a,b), f (x,) = f (x,).

Exemplo 9.4 Dado o grafico de f(x) mostrado na Fig. 9-2, asumindo que o dominio de f seja R, identifique os
intervalos nos quais f € crescente ou decrescente.

Yy

2

15
10

5 23
x
-2 2 4 6
Figura 9-2

* N. de T.: Convengdo adotada para este livro, raramente usada em outros textos, até porque conceitos como “dominio impli-
cado” e “maior dominio possivel” ndo sdo claros, matematicamente falando.
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Enquanto x cresce no dominio de f, y decresce até x = 2 e, em seguida, cresce. Assim, a funcio € decrescente em
(— 0, 2) e crescente em (2,).

FUNCOES PARES E IMPARES

1. Se, para todo x no dominio de uma func¢ao f, f (—x) = f (x), a funcdo é chamada de fun¢cdo par. Uma vez que
para uma fun¢do par a equagdo y = f(x) ndo muda quando —x € substituido por x, o grifico da mesma tem
simetria em relag@o ao eixo y.

2. Se, para todo x no dominio de uma funcio f, f (—x) = —f(x), a fun¢do é chamada de fun¢do impar. Uma vez
que para uma funcao fmpar a equacio y = f{x) nao muda quando —x € substituido por x e —y € substituido por
y, o grafico da mesma tem simetria em relacio a origem.

3. A maioria das fun¢des nao € par nem impar.

Exemplo 9.5 Determine se as seguintes fungdes sdo par, impar ou nenhum desses casos:

(@ f) =7 (b)gx)=4x+6  ()hx)=6x—Vax (d)Fx) = ﬁ
(a) Considere f(—x).f(—x) = 7(—x)> = 7x%. Como f (—x) = f(x), f é uma funcio.

(b) Considere g(—x). g(—x) = 4(—x)+6 = — 4x+6. Além disso, —g(x) = —(4x+6) = —4x—6. Como nao

ocorre g(—x) = g(x) e nem g(—x) = —g(x), a funcdo g ndo € par e nem impar.
(¢) Considere h(—x). h(—x) = 6(—x) — N/—x = — 6x + Vi Assim, h(—x) = —h(x) e h € uma funcao impar
(d) Considere F(—x). F(—x) = 4 c= "~ i g Como ndo ocorre que F(—x) = F(x) e nem que
—X — X

F(—x)=—F(x), a funcdo F ndo € par e nem impar.

VARIACAO MEDIA DE UMA FUNCAO

Seja fuma funcg@o. A variacdo média de f{x) com relacdo a x sobre o intervalo [a, b] € definida como:

Variagdo em fix) _ f(b) — f(a)

Variagio x b—a

Ao longo de um intervalo de x a x + A, essa expressao se torna
S+ h) = f(x)
h

O que € chamado de quociente de diferencas

Exemplo 9.6 Determine a variagdo média de f(x) = x? no intervalo [1, 4].
J@ —f) 42— 12 5
4-1 — 3

Calculando:

Exemplo 9.7 Determine o quociente de diferencas de f(x) = x2.
_ X+ 2h+ =X 2xh+ I

fot ) = f@ R -2
h - h - h h

= 2x + h,parah # 0.

VARIAVEIS DEPENDENTES E INDEPENDENTES

Em aplicacdes, se y = f(x), o jargdo “y € uma fun¢do de x” € usado. x € conhecido como a varidvel independente e
y como a varidvel dependente.

Exemplo 9.8 Na férmula A = 772, a drea A de um circulo € escrita como uma funcio do raio r. Para escrever

A

. - ) . ~ A .
o raio como uma fungdo da drea, isole nesta equacdo r em termos de A: 12 = -, r = i\/;. Uma vez que o raio é

. . A ~
uma quantia positiva, r = 4 [ estabelece r como uma fungéo de A.



Capituo 9 « Funcoess —— A

Problemas Resolvidos

9.1

9.2

9.3

94

9.5

Qual (ou quais) das seguintes equacdes define(m) y como uma func¢ao de x?
(@y=x+4 (B)x=y"+5 (@©y=Vx—35 dy=5 (o x*—y =36

(a) Como para cada valor de x hd exatamente um valor correspondente de y, essa equacdo define y como uma funcio de
X.

(b) Sejax =6.Logo, 6 = Y+ 50 que implica y> = ley= *1.Como existe valor de x para o qual correspondem dois
valores de y, essa equacdo ndo define y como uma fungao de x.

(¢) Como para cada valor de x hd exatamente um valor correspondente de y, essa equacdo define y como uma funcdo de
x. Observe que o simbolo de radical define y apenas como a raiz quadrada positiva.

(d) Como para cada valor de x hd exatamente um valor correspondente de y, a saber, 5, essa define y como uma fungdo de x.

(e) Sejax = 10. Entdo, 10> — y2 = 36, o que implica em y2 = 64 e y = =£8. Como existe um valor de x para o qual
correspondem dois valores de y, essa equagdo ndo define y como uma funcéo de x.

Dada f (x) = x* — 4x + 2, calcule (a) f(5); (b) f(=3); (¢) f(a); (d) fla+Db) (e) f(a)+f(b).

Substitua x pelos varios valores de entrada dados:

(@ f(B)=5>—4-5+2=T7, (b) f(=3)=(-32—4-3)+2=23; (¢c) fla)=d>—4a+2

(d) Aqui x € substituido por toda a expressdo a+b.
fla+b)y=(a+b?—4a+b)+2=a+2ab+ b — 4a — 4b + 2

(e) Aqui x € substituido por a e por b, e os resultados sdo entdo somados. f (a) = a*— da + 2;f(b) = b —4b + 2;

logo, f(a) + f(B)=a’—4a+2+b*>—4b+2=0a>+ b>—4a— 4b + 4

Dado g(x) = — 222 + 3x, determine e simplifique (@) g(h); (b) g(x + h): (c) M_

(a) Substitua x por h. g(h) = — 2h* + 3h.

(b) Substitua x por toda a quantia x+h.
g+ )= —2(x + I)? + 3(x + h) = — 2x> — 4xh — 2h%> + 3x + 3h

(¢) Use o resultado do item (b).

g + ) — glv)  [=20x + h)* + 3(x + )] — (=247 + 3)

h h
_ —2x* — 4xh — 2h* + 3x + 3h + 2x* — 3x
h
_ _ 92
L N

Dadas f'(x) = %e g(x) = 4 — x?, determine (a) f(a) g(b); (b) f(g(@); (c) g(f (b))
(a) Paracalcularf(a)g (b), substitua e, entdo, multiplique: f(a) =$; gb)y=4- b2 logo, fla) g(b)= <$)(4 - b)) =

4-p
az

(b) Para calcular f (g(a)), primeiro substitua a na regra de g para obter g(a) = 4 — a?

-
4 — @

e, em seguida, substitua essa

expressdo na regra de f para obter f(g(a)) = f(4 — a?) =

(c) Para calcular g(f (b)), primeiro substitua b na regra de f para obter f(b) = %, em seguida, substitua essa expressdo

2
naregra de g para obter g(f(b)) = g(#> =4 — (l712>
Determine o dominio para cada uma das seguintes fungdes: (a) f(x) =3x — x% (b)) f(x) = ﬁ;

© f0=2" 2 @) fw=VEE S (@ fo = VE - & F 1T () =y

X3+ 2x% — 24x

(a) Este ¢ um exemplo de uma fun¢@o polinomial. Como tal fungao € definida para todo valor real de x, o dominio € o
conjunto de todos os nimeros reais, R.
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9.6

9.7

9.8

9.9

~ 5 . P . ~ . .
(b) A expressio 5 ¢ definida para todos os niimeros reais a nao ser que o denominador seja 0. Isso ocorre quando

2 —
x2 — 9 = (;logo x = +3. O dominio é, portanto, {x € Rlx # *+3}.

(c) A expressdo a direita € definida para todos os nimeros reais, exceto se o denominador € 0. Isso ocorre quando O+
2x% — 24x = 0, ou x(x — 4)(x + 6) = 0, ou seja, parax = 0,4, —6. O dominio &, portanto, {x € Rlx # 0,4, —6 }.

(d) A expressido Vx + 5 € definida desde que a expressdo sob o radical seja ndo negativa. Isso ocorre toda vez que x +
5=0oux = —5. O dominio &, portanto, {x € Rlx = —5 }, ou o intervalo [—5, ).

(e) A expressdo a direita € definida desde que o polindmio sob o radical seja ndo negativo. Resolvendo =8 +12=0
pelos métodos do Capitulo 6, tem-se x = 2 ou x = 6. O dominio &, portanto, {x e RIx =2oux =6 }.

(f) A raiz cibica € definida para todos os nimeros reais. Assim, a expressao a direita € definida para todos os niimeros
reais, exceto quando o denominador € 0. Isso ocorre quando ©—8=0ou x —2) (x2 + 2x + 4) = 0, ou seja,
somente quando x = 2. O dominio €, portanto, {x € Rlx # 2 }.

Escreva o comprimento C de um circulo como uma fun¢éo de sua drea A.

. . . ~ . A
No Exemplo 9.5, o raio r de um circulo foi expresso como uma funcdo de sua drea A: r = \/; Como C = 27rr, segue

que C =27 % expressa C como uma fungado de A.

Um funciondrio de um teatro estima que 500 ingressos podem ser vendidos se forem ofertados a $7 cada
e que, para cada $0,25 de aumento no preco do bilhete, dois ingressos a menos serdo vendidos. Expresse a
renda R como uma fun¢@o do nimero n de aumentos de $0,25 para cada ingresso.

O preco de um ingresso € 7 + 0,25n e o nimero de ingressos vendidos € 500 — 2n. Como renda = (niimero de ingressos
vendidos) X (preco de cada ingresso), R = (7 + 0,251)(500 — 2n).

Um campo serd delimitado no formato de um retangulo, com um lado formado por um rio retilineo. Se 100

pés* estdo disponiveis para cercado, expresse a drea A do retdngulo como uma funcio do comprimento de
um dos dois lados iguais x:

100 - 2x

Figura 9-3

Como hd dois lados de comprimento x, o outro lado tem comprimento 100 — 2x.
J4 que para um retangulo, Area = comprimento X largura,
A = x(100 —2x).

Um retangulo estd inscrito em um circulo de raio r (ver Fig. 9-4). Expresse a drea A do retdngulo como uma
funcdo de um lado x do retangulo.

Figura 9-4

* N. de T.: Um pé corresponde a 30 centimetros.
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9.11

9.12
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De acordo com o teorema de Pitdgoras, estd claro que os lados do retangulo estdo relacionados por x> + y> = (21)2.

Assim, y = V42 — x?e A = xV4r? — X2

Um cilindro circular reto estd inscrito em um cone circular reto de altura H e raio de base R (Fig. 9-5). Ex-
presse o volume V do cilindro como uma funcéo de seu raio de base r.

A
A
I
gl |
z
I
l H
o
I
C F__ D BY
€“—R—>
Figura 9-5

Na figura, € exibida uma se¢do através do eixo do cone e do cilindro. O triangulo ADC € semelhante ao tridngulo

. - o s : EF _ AD h H
EF s 1 .E lar = = ~—, logo ——— = —.

C e, por isso, as razdes entre os lados correspondentes sdo iguais. Em particular FC= DO 00— =%
Resolvendo em relagdo a h, h = %(R — r). Visto que, para um cilindro circular reto V = wr2h, o volume do cilindro &

V=R ~ P

Sejam F(x) = mx e G(x) = x.

(a) Mostre que F(kx) = kF(x). (b) Mostre que F(a + b) = F(a) + F(b). (c) Mostre que nenhuma
dessas relacdes vale em geral para a fungdo G.

(a) F(kx) = m(kx) = mkx = kmx = kF(x)

(b) F(a + b) =m(a + b) = ma + mb = F(a) + F(b)

(c) Para a funcdo G, compare G(kx) = (kx)2 = k2% com kG(x) = kx2. Elas sdo iguais apenas nos casos especiais em
que k = 0 ou k = 1. Analogamente, compare G(a + b) = (a + b)2 =a*+ 2ab + b* com G(a) + G(b) = a*+ b
As mesmas sdo iguais apenas nos casos a = QO ou b = 0.

Faca uma tabela de valores e desenhe graficos das seguintes fungoes: (a) f (x) = 4
4 sex =0 4 sex=2
®) f0) =52 © fw=a-2 @ f<x>={_4 i, @fw=qr se-l<x<2

x+ 2 se x = —1

(a) Faca uma tabela de valores; entdo, represente os pontos e conecte-os. O grafico (Fig. 9-6) € uma linha reta horizontal.

y
6
x||2lo|2]4
5
yll4]144a]4
3
X
21 1 2 3 4

Figura 9-6



@Z3» ———  Pre-CiLculo

(b) Faga uma tabela de valores; entdo, represente os pontos e conecte-os. O grafico (Fig. 9-7) € uma linha reta.

hl

w|z
wlG

Figura 9-7

(c) Faga uma tabela de valores mais extensa; entio, represente os pontos e conecte-os. O grafico (Fig. 9-8) € uma curva

suave.
4y
X
x|l 4| =210 47 6 | 8 -4 -2 2 4 6 8
yl|l-32|-12 |0 0]-12]-32 -10
-20
-30
Figura 9-8

(d) Faga uma tabela de valores. O gréfico (Fig. 9-9) € descontinuo no ponto onde x = 0.

4)’
-4 | 2
X 4 5
yil 4 | 4 4
" 2 2 a”
-2
Figura 9-9

(e) Fagauma tabela de valores. O grafico (Fig. 9-10) € descontinuo no ponto onde x = 2. Observe que o grafico consiste
de trés “pedagos” separados, ja que a regra que define a fung¢do também faz assim.

Figura 9-10

y
4
x||-3 -2 1123
2
yll-1]-211 1|44
X
e 722 2 4
-2
-4
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9.13 Determine a imagem de cada func@o definida no problema anterior.
(a) f(x) = 4. O unico valor possivel para as imagens € 4, portanto, a imagem ¢ {4}.

4x + 3 Sk —3
5 4

b)) fx)= 4x57+3 Faca k= e isole x em termos de k para obter x = . Ndo hd restricdes sobre k, logo, a

imagem € R.

(¢) f(x) = 4x — x> Facak = 4x — x> ¢ isole x em termos de k para obter x = 2 = V4 — k. Essa expressio representa
um nimero real somente quando k£ = 4; logo, a imagem € (—®, 4].

4 sex=0
) fx)= { 4 se * <0 Os tnicos valores possiveis para as imagens sdo 4 e —4; logo, a imagem € o conjunto
- X
{4,—4}.
4 sex =2
(e) fx)=14 —x se —1 < x < 2.

x+2 sex=-—1

Sex = —1,x + 2 = 1; logo, f pode assumir qualquer valor em (—, 1]. Se =1 <x <2, =2 < —x < 1; isso nada
acrescenta a imagem. Se x = 2, f (x) = 4; logo, a imagem consiste do conjunto unido (—», 1 ] U {4}.

3 — 5x

9.14 Encontre a variacdo média para (a) f(x) = 7x + 12em [2,8]; (D) f(x) = g em [-5,0]
(@) f® — f(2) _ (7-8+12) = (7-2+12) 68 —26 _ 7
8§ —2 6 6
(3 -5 0) _ (3 - 5(_5)> 3 28
®) f0) = f(=5) _ 9 9 979 259 5
0—(-5 5 - 5 -5 T 79

9.15 Encontre o quociente de diferencas para (a) f(x) = x% (b) f(x) = %

(@ foe+h) —f0) Gt = 34+ 3%+ 3+ - 3

h h h
2 2 3
:W:3xz+3xh+hz
I 1
b)) S+ h) —fx) +h @t h) 22— op — 2
h B h Toh(x + h)? h(x + h)?
_ =2xh—h _ —2x—h

hxX(x + )2 X3(x + h)?

Problemas Complementares

9.16 Seja F uma funcéo cujo dominio tem —x toda vez que tiver x como elemento. Defina:

F(x) + F(—x) F(x) — F(—x)
gV =—"75 """ e h=">5
(a) Mostre que g € uma fungdo par e que 4 é uma funcdo impar.

(b) Mostre que F(x) = g(x)+h(x). Assim, qualquer fun¢do pode ser escrita como a soma de uma fungdo {fmpar e uma
func¢ao par.

(c) Prove que a tnica funcio que € par e impar € f(x) = 0.

9.17 As fungdes que se seguem sdo pares, impares ou nenhum desses casos?

3
@ 0 =25 B S0 =5 © [ = @ =@

Resp. (a) impar; (b) nenhum desses casos; (c) par; (d) mpar
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9.18

9.19

9.20

9.21

9.22

9.23

9.24

9.25

Determine o dominio das seguintes funcdes:

@ f0) = Ve =3 () [0 = V35 (@ [0 = =t (@ [0 = s

Resp. (a) [3,%); (b) (=,3] (o) 3,%); (d) (—,3)

Determine o dominio das seguintes funcdes:

2 9 —
@ @ =l =3k B) g0 =35 © g0 = \[5E 2 @ gw = VT - o

Resp. (a) R; (b) {xeRIx#3}; (c) (1,2) U[3,%); (d) [9,>)

A taxa do imposto de renda em um determinado estado é 4% sobre a renda tributdvel de até $30.000,00, 5% para a renda
tributdvel entre $30.000,00 e $50.000,00 e 6% sobre a renda tributdvel acima de $50.000,00. Expresse a taxa do imposto
de renda 7(x) como uma fung¢io da renda tributavel x.

0,04x se 0 < x = 30.000
Resp. T(x) =4 1200 + 0,05(x — 30.000) se 30.000 < x = 50.000
2200 + 0,06(x — 50.000) se 50.000 < x

(a) Expresse o comprimento de uma diagonal d de um quadrado como uma func@o do comprimento de umlados.  (b) Ex-
presse d como uma fung¢do da drea A do quadrado. (c¢) Expresse d como uma fungdo do perimetro P do quadrado.
Resp. (a) d(s) = s\V2; (b) d(A) = V2A; (c) d(P) = PT\@

(a) Expresse a drea A de um tridngulo equildtero como uma fun¢do de um lado s. (b) Expresse o perimetro do tridngulo
P como uma fungdo da drea A.

Resp. (a) A(s) = s>\/3/4; (b) P(A) = (6VA)/V/3

Um tridngulo equildtero de lado s estd inscrito em um circulo de raio r. (a) Expresse s em funcio de r.

(b) Expresse a area A do triangulo como uma funcéo de r. (¢) Expresse a drea A do tridngulo como uma fungao de a, a
area do circulo.

3r\V3 3aV3

Resp. (a) s(r) = r\V/3; (b) A(r) = I ; () A(a) = o

(a) Expresse o volume V de uma esfera como uma func@o de seu raio r.(b) Expresse a drea S da superficie da esfera
como uma funcéo de r. (¢) Expresse r como uma fungéo de S. (d) Expresse V como uma fungio de S.

_4 s = 4o =S _1 /s
Resp. (a) V(1) = 3mr% (b)) S() = 47 (o) 1S) =\ 5 () V() = 3/

Um cilindro circular reto esta incrito em uma esfera de raio R. (R é uma constante.)
(a) Expresse a altura 4 do cilindro como uma fungao do raio r do cilindro.
(b) Expresse a drea S total da superficie do cilindro como uma fung@o de r.

(c) Expresse o volume V do cilindro como uma funcéo de r.

Resp. (a) h(r) = 2VR> = 1% (b) S(r) = 4wrVR? — 2 + 27/ () V(r) = 2m*VR? — 12



CapituLo 9 « Funcoess ——EEAD

9.26 Quais das Figuras 9-11 a 9-14 sdo gréficos de fungdes?

(a) Figura9-11 (b) Figura9-12

\

X
X
~
Figura 9-11 Figura 9-12
(c) Figura9-13 (d) Figura9-14
y y
X
\\_/ x
Figura 9-13 Figura 9-14

Resp. (a) e (c) sdo graficos de fungdes; (b) e (d) falham no teste da linha vertical e ndo sdo graficos de fungoes*.

5 fQ+h —f2)
9.27 Dada f(x) = x> — 3x + 1, encontre (a) f(2); (b) A—3); (¢ -
Resp. (@) —1; (b) 19; (¢) 1 + h

9.28 Dada f(x) = % — x, determine (a) f2); (b) f(—3); (¢ w
—10 — 3h

Resp. (a) —%; (b) %2 () m

9.29 A distancia s que um objeto percorre em queda livre em um periodo de tempo de ¢ segundos € expressa, em pés, por

s(7) = 1622 Determine (@) s(2); (b) s(3); () s(3,01) — 5(3)

0,01
Resp. (a) 64 pés; (b) 144 pés; (c) 96,16 pés

3x + 1 )f(X)—f(a)

9.30 Dada f(x) = encontre e escreva na forma mais simples: (a) f(f(b)); (b

x =3 X —a
. —10
Resp. (a) b; (b) TR
9.31 Dadaf(x) = x2, encontre e escreva na forma mais simples: (@) f(f(b)); (b) f(x))c : ];(a) (c) for + hh) — /@

Resp. (a) b* (b)) x+a; (c) 2x+h

by [0 ~F@ (o f&+ ) — )

X —a h

9.32 Dada f(x) = % encontre e escreva na forma mais simples: (a) f(f(b));

Resp. (a) b, (b) %§ (©) x(x_i-:h)

* N. de T.: O autor se refere a fungdes da forma y = f(x).
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9.33 Dada f(x) = l%xz’ encontre e escreva na forma mais simples:(a) f(f(b)); (b) w
b+ b 1 — ax
Resp. b
er- @ ==y O araa @

9.34 Determine variacdo média de fix) = 9x — 7 no intervalo [0,5].

Resp. 9

9.35 (a) Determine a variagio média de f(x) = Vx no intervalo [4,9].

(b) Encontre o quociente de diferengas para f(x) = Vx. Racionalize o numerador na resposta.

Resp. (@) Ly () MxHth—Va_ !
5 h Vx + h+ Vax

9.36 Encontre a variagdo média de fix) = x> — 6x + 9 (a) no intervalo [0,6]; (b) no intervalo [1,7].

Resp. (a) 0; (b) 2

9.37 Encontre a variagdo média de f(x) = ﬁ no intervalo [0,5]
Resp. _ L
66
9.38 Encontre o quociente de diferencas para (a) f(x) = T _)f_ K (b) f(x) = V2x — 1. Racionalize o numerador na res-
posta.
20+ h) —1—V2x—1
Resp. (a) 1 (b) V20 + By . V-1 2

G+ D&+ h+ D) TN R 1+ V]



Capitulo 10

Funcoes Lineares

DEFINICAO DE FUNGAO LINEAR

Uma fung@o linear € qualquer fun¢ao especificada por uma regra da forma f:x — mx + b sendom # 0. Se m = 0,
a fungdo nao € considerada linear; uma fungdo f(x) = b é chamada de fungdo constante. O grafico de uma funcio
linear € sempre uma reta. O grafico de uma funcéo constante € uma reta horizontal.

COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA

O coeficiente angular de uma reta que néo € paralela ao eixo y € definida como se segue (ver Figs. 10-1 e 10-2).
Sejam (x,,y,) e (x,,y,) pontos distintos sobre a reta. Entdo, o coeficiente angular* da reta € dado por

Y, — ¥ _ variagioemy  variagdo vertical

X, = X, variagdloemx  variagdo horizontal

m =

(a) Coeficiente angular positivo (aclive) (Fig. 10-1) (b) Coeficiente angular negativo (declive) (Fig. 10-2)

y y
A A

/ (\)‘ 2
X,y Y~ Y
ATy s \~ (x,y,)
('xl?yl)/ y2_y1 )x )"
XX
Figura 10-1 Figura 10-2

Exemplo 10.1 Calcule o coeficiente angular das retas que passam por (a) (5,3) e (8,12) (b) (3,—4) e (=5,6).

. - Y =0 12-3
(a) Identifique (x,,y,) = (3,3) e (x,.y,) = (8,12). Entdo, m = X, X, =% -5 - 3.

. - Y=y 6= (=4 5
(b) Identifique (x,,y,) = (3,—4) e (x,,,) = (=5,6). Entdo, m = X,~ % —5-3 &

* N. de T.: Também pode ser chamado de inclinac@o.
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RETAS HORIZONTAIS E VERTICAIS

1. Uma reta horizontal (paralela ao eixo x) tem coeficiente angular 0, pois dois pontos quaisquer sobre a reta t€ém
as mesmas coordenadas y. Uma reta horizontal tem uma equagao da forma y = k (ver Fig. 10-3).

2. Uma reta vertical (paralela ao eixo y) tem coeficiente angular indefinido, ja que dois pontos quaisquer sobre a
reta t€m as mesmas coordenadas x. Uma reta vertical tem uma equacdo da forma x = h (ver Fig. 10-4).

(a) Reta horizontal (b) Reta vertical

>
>

(hk) (h.k)

> X

Figura 10-3 Figura 10-4

A EQUACAO DE UMA RETA

A equagdo de uma reta pode ser escrita de diversas maneiras. Entre as mais tteis, estio:

1. Forma angular-intercepto”: A equacdo de uma reta com coeficiente angular m e intercepto y b é dada por
y = mx+b.

2. Forma ponto-angular: A equacgio de uma reta que passa por (x,,y,) com coeficiente angular m € dada por y —
Vo = m(x — Xp).

3 Forma candnica: A equagao de uma reta pode ser escrita como Ax+By = C, sendo A, B, C inteiros sem fato-
res comuns; A e B nio sdo nulos.

Exemplo 10.2 Encontre a equagéo da reta que passa por (—6,4) com coeficiente angular %

Use a forma ponto-angular da equag@o de uma reta: y — 4 = % x — (—6)]. Ela pode ser simplificada para a forma
angular-intercepto: y = _%x + 8.Na forma candnica, a mesma ficaria 2x — 3y = —24.

RETAS PARALELAS

Se duas retas ndo verticais sao paralelas, seus coeficientes angulares sao iguais. Reciprocamente, se duas retas tém
o mesmo coeficiente angular, sdo paralelas; duas retas verticais também sdo paralelas.

Exemplo 10.3 Encontre a equagio de uma reta que passa por (3,—8) e é paralelaa Sx + 2y = 7.

Primeiro, calcule o coeficiente angular da reta, isolando a varidvel y: y = —%x + % Logo, a reta dada tem coeficien-
te angular —%. Isso significa que a reta desejada tem coeficiente angular —% e passa por (3,—8). Use a forma ponto-
-angular para obter y — (—8) = —% (x — 3), a qual é escrita na forma candnica como 5x + 2y = —1.

* N. de T.: Também conhecida como equacio reduzida da reta.
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RETAS PERPENDICULARES

Se uma reta € horizontal, qualquer reta perpendicular 2 mesma € vertical e vice-versa. Se duas retas ndo verticais,
com coeficientes angulares m, e m,, sdo perpendiculares, entdo, tais coeficientes satisfazem a equagdo m,;m, = —1
oum,= —1/m,.

Exemplo 10.4 Encontre a equagio de uma reta que passa por (3,—8) e é perpendicular a Sx+2y = 7.

No exemplo anterior foi descoberto que a reta dada tem coeficiente angular —%. Logo, a reta desejada tem coefi-
ciente angular % e passa por (3,—8). Use a forma ponto-angular para obter y — (—8) = %(x — 3), a qual se escreve
na forma candnica como 2x—5y = 46.

Problemas Resolvidos

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

G+ ) — fe) _

Para qualquer funcao linear f{x) = mx+b mostre que - =m
Dada f(x) = mx+b, segue que fix+h) = m(x+h)+b e, portanto,

fat+ ) —fe) _ Imx+ M)+ bl = mx + bl mx +mh+b—mx—b_ mh

h n h nom

Quais das seguintes regras representam fungdes lineares?

@ f0=2 ® f0=2+7 © fw=2+1

Apenas (b) representa uma funcdo linear. A regra em (a) representa uma fung@o constante, enquanto a regra em (c) €
conhecida como uma fung¢ao nio linear.

Encontre a equagdo da reta horizontal que passa por (5,—3).

Uma reta horizontal tem uma equacio da forma y = k. Nesse caso, a constante k deve ser —3. Logo, a equacdo procu-
radaédy = —3.

Encontre a equacdo da reta vertical que passa por (5,—3).

Uma reta vertical tem uma equacdo da forma x = h. Nesse caso, a constante / deve ser 5. Logo, a equacio procurada
éx=>5.

Encontre a equacdo da reta que passa por (—6,8) com coeficiente angular % Escreva a resposta na forma
angular-intercepto e também na forma candnica.

Use a forma ponto-angular da equagdo de uma reta, com m = %e (xg-y) = (—6,8). Assim a equac@o da reta pode ser
escrita como:

¥ =8 =30 = (=6)]

Simplificando, tem-se y = %x + % na forma angular-intercepto e — 3x + 4y = 50 na forma candnica.

Encontre a equacio da reta que passa pelos pontos (3,—4) e (—7,2). Escreva a resposta na forma angular-
-intercepto e também na forma candnica.

Primeiro, determine o coeficiente angular da reta. Identifique (x,,y,) = (3,—4) e (x,,y,) = (— 7, 2). Logo,

T 24 3
m=x —x = - 73

2 1 -7-3 5

Agora use a forma ponto-angular da equacio de uma reta, comm = —%. Escolha um dos pontos dados, digamos, (3,—4)
= (Xo,)o)- Entdo a equacdo de reta pode ser escrita:

y= (= 30— 3)

Simplificando, tem-se y = — 2x — ! na forma angular-intercepto e 3x + 5y = — 11 na forma canonica.
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10.7

10.8

10.9

10.10

(a) Mostre que a equag@o de uma reta com intercepto x a e intercepto y b, onde nem a e nem b sdo 0,
. y P . . ~

pode ser escrita como % + 7= 1. (Essa € conhecida como forma dois-interceptos da equagdo de uma

reta.) (b) Escreva a equacdo da reta com intercepto x 5 e intercepto y —6, na forma canonica.

(a) A reta passa pelos pontos (a,0) e (0,b). Logo, seu coeficiente angular pode ser encontrado a partir da defini¢do de

"N _b—-0_
Xy, T X 0—a

- b . ~
coeficiente agular m = — Usando a forma angular-intercepto, a equac@o da reta pode ser

escritacomoy = — %x + b,ou %x + y = b. Dividindo por b tem—se% + % = 1, como pedido.
(b) Usando o resultado da parte (a) tem-se g + %6 = 1. Eliminando as fra¢des, tem-se 6x — 5y = 30 na forma

candnica pedida.

Mostra-se nos célculos diferencial e integral que o coeficiente angular da reta tangente a pardbola y =
x* no ponto (a, a*) tem coeficiente angular 2a. Encontre a equacdo da reta tangente a y = x” (@) em
(3,9); (b) em (a, ).

(a) Como a reta tem coeficiente angular 2-3 = 6, use a forma ponto-angular para encontrar a equacio de uma reta que
passa por (3,9) com coeficiente angular 6: y —9 = 6(x — 3)ouy = 6x — 9.

(b) Como a reta tem coeficiente angular 2a, use a forma ponto-angular para encontrar a equag@o de uma reta que passa
por (a, a%) com coeficiente angular 2a: y — a> = 2a(x — a) ou y = 2ax — a°.

Prove que duas retas ndo verticais sdo paralelas se, e somente se, elas tém o mesmo coeficiente angular. (ver

Fig. 10-5)

Sejam [, e [, duas retas diferentes com coeficientes angulares, respectivamente, m, € n1,, € interceptos y, respectivamen-
te,b, eb,.

©0.b))
(0.,

\
i\

\

Figura 10-5

Entdo as retas t€m equagdes y = m,x + b, e y = m,x + b,. As retas irdo se interceptar em algum ponto (x,y) se, e somen-
te se, para algum x os valores de y sdo iguais, ou seja,

mx + b, = myx + b,; logo, (m; — my)x = b, — b,

E possivel as retas se interceptarem se, e somente se, m, # m,. Logo, as retas sdo paralelas se, e somente se, m, = m,,.

Encontre a equacao da reta que passa por (5,—3) e € paralelaa (a) y = 3x—5; (b)) 2x + 7y =4; (¢)
x=—1

(a) Qualquer reta paralela a reta dada terd o mesmo coeficiente angular. Uma vez que a reta dada € escrita na forma
angular-intercepto, seu coeficiente angular € claramente percebido como 3. A equac@o de uma reta que passa por
(5,—3) com coeficiente angular 3 € obtida via forma ponto-angular como sendo y—(—3) = 3(x—5). Simplificando,
tem-se y = 3x — 18.

(b) E possivel proceder como em (a); no entanto, a equacio da reta dada deve ser analisada para encontrar seu
coeficiente angular. Um método alternativo € observar que qualquer reta paralela a reta dada pode ser escrita como
2x + 7 = C. Logo, como (5,—3) deve satisfazer a equacdo,2 -5 + 7(—3) = C;logo, C = —11le2x + 7y = —11¢
a equagao pedida.

(c) Procedendo como em (b), observe que qualquer reta paralela a reta dada deve ser vertical e, portanto, deve ter uma
equagdo da forma x = h. Nesse caso, i = 5; portanto, x = 5 € a equagdo pedida.
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10.11 Prove que, se duas retas com coeficientes angulares m, e m, sdo perpendiculares, entdo m,m, = —1. (Fig. 10-6).

Os coeficientes angulares das duas retas devem ter sinais opostos. Na figura, m, € escolhido (arbitrariamente) positivo
e m, € escolhido negativo.

l

.

m
Bl

._'n2

> x
!

2

Figura 10-6

Como [, tem coeficiente angular m,, um deslocamento de uma unidade de comprimento (segmento PB) conduz a um
aumento de m, ao longo de /, (segmento CB). Analogamente, como [, tem coeficiente angular m,, um deslocamento de
uma unidade significa uma queda de m, ao longo de [,, ou seja, segmento AB tem comprimento —m,. Como as retas
sdo perpendiculares, os tridngulos PCB e APB sdo semelhantes. Logo, razdes entre lados correspondentes sdo iguais;
segue-se que

CB _PB
PB ~ AB
meo 1
1_*1112

mym, = —1

10.12 Encontre a equacdo da reta que passa por (8,—2) e € perpendicular a (a) y = %x +2; (b) x +3y=6;

() x=17

(a) Qualquer reta perpendicular a reta dada terd coeficiente angular m satisfazendo %m = —1, assim, m = —2. A
equagdo de uma reta que passa por (8,—2) com coeficiente angular *% ¢é obtida a partir da forma ponto-angular

y—(—2)=- (x — 8). Simplificando, tem-se 5x + 4y = 32

(b) Prlmelro determine o coeficiente angular da reta dada. Isolando a varidvel y, a equacdo € vista como equivalente
ay= fgx +2; logo o coeficiente angular é —1. Qualquer reta perpendicular a reta dada terd coeficiente angular m
satisfazendo —fm = —l;assim,m = 3. A equagao de uma reta que passa por (8,—2) com coeficiente angular 3 é
obtida a partir da forma ponto-angular como sendo y — (—2) = 3(x — 8). Simplificando, tem-sey = 3x — 26.

(¢) Como a reta dada € vertical, qualquer reta perpendicular a mesma deve ser horizontal, portanto, deve-se ter uma
equacdo da forma y = k. Nesse caso, k = —2;logo, y = —2 € a equagio pedida.

10.13 Encontre a regra para uma fungao linear, dados f{0) = 5 e f(10) = 12.

Como o gréfico de uma funcio linear € uma reta, isso € equivalente a determinar a equacio de uma reta na forma angu-
lar-intercepto, dado um intercepto y de 5. Como a reta passa por (0,5) e (10,12), o coeficiente angular € determinado:
_12-5_7
T10-0" 10

Logo, aequacdodaretaéy = mx + 5earegra para a fungdo € f(x) = 1Ox +5.

10.14 Encontre uma expressdo geral para a regra de uma fungdo linear, dados f(a) e f(b).

Como o gréfico de uma fun¢do linear € uma reta, isso € equivalente a encontrar a equagdo, na forma angular-intercepto,
de uma reta que passa por (a, f (a)) e (b, f (b)). Claramente, uma reta passando por esses dois pontos terd coeficiente an-
f(b) f(a) f()—f(a)

gularm . Da forma ponto-angular, a equag@o da reta pode ser escritacomoy — f(a) = ——(x—a)

a
f(b) f()

————(x — a) + f(a). Assim, a regra para a fungdo é

b
f()—f( - f( ) (x—a) + fla)
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10.15

10.16

10.17

Encontre a regra para uma fung@o linear, dados f(10) = 25.000 e f{(25) = 10.000.

Aplique a férmula obtida no problema anterior com a = 10 e b = 25. Entio,

10.000 — 25.000

fx) = W(x — 10) + 25.000

—1.000x + 35.000

Suponha que o custo de producio de 50 unidades de alguma mercadoria seja $27.000,00, enquanto o custo
para produzir 100 unidades da mesma mercadoria seja $38.000,00. Se a funcéo de custo C(x) é assumida
como sendo linear, encontre a regra para C(x). Use a regra para estimar o custo de producdo de 80 unidades
da mercadoria.

Isso € equivalente a encontrar a equag@o de uma reta que passa por (50, 27.000) e (100, 38.000). O coeficiente angular

38.000 — 27.000
dessareta é m = 100 =50 220; logo, da forma ponto angular, a equacdo da reta é y — 27.000 = 220(x —
50). Simplificando, tem-se y = 220x + 16.000; assim, a regra para a func¢do é C(x) = 220x + 16.000.

O custo para produzir 80 unidades da mercadoria é dado por C(80) = 220 - 80 + 16.000 ou $33.600.

Se o valor de uma peca de equipamento € depreciado linearmente em um periodo de 20 anos, o valor V(¢)
pode ser descrito como uma funcao linear de tempo ¢.

(a) Encontre uma regra para V(¢), assumindo que o valor no instante t = 0 € Vje que o valor apds 20 anos é
Zero.

(b) Use a regra para encontrar o valor, ap6s 12 anos, de uma peca de equipamento originalmente avaliada
em $7.500.

(a) Isso € equivalente a encontrar a equagio de uma reta da forma V = mt+b, sendo que o intercepto VEb =V, e areta

. ) 0—-V Yo ~ Yo
passa por (0, V,) e (20,0). O coeﬁm‘inte angular € dado por m = 0-0- 20 logo, aequagdo é V = 30" +V,
e aregra para a funcio é V (1) = —78 t+V,
(b) Nesse caso, V, = 7.500 e o valor de V(12) é pedido. Como a regra para a funcdo €é agora

V() = *%)t + 7.500 = 7.500 — 375¢, V(12) = 7.500 — 375 - 12 = 3.000, e o valor & $3.000.

Problemas Complementares

10.18

10.19

10.20

Escreva as equacdes a seguir na forma candnica:
(@y=3x—-2;, (b)y= —%x+8; (c)yzgx—g
Resp. (a) 3x —y=2; (b) x +2y=16; (c) 10x — 15y =9

Escreva as equacdes a seguir na forma angular-intercepto:

(@2x+6y=7 (b)3x—5y=15 (c) sx+3y =1
Resp.(@) y=—tx+5 (B y=%x—-3% ()y=—w+3

Determine a equac@o de uma reta na forma candnica:

(a) A reta é horizontal e passa por @ %)

(b) A reta tem coeficiente angular —0,3 e passa por (1,3, —5,6).
(c) A retatem intercepto x 7 e coeficiente angular —4.

(d) Aretaé paralelaay = 3 — 2x e passa pela origem.

(e) Aretaé perpendicular a 3x — 5y = 7 e passa por (—%,%)

(f) A reta passa por (a,b) e (c,d).



10.21

10.22

10.23

10.24

10.25

10.26

10.27

10.28

10.29

10.30
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Resp (a) 4y =3 (b) 30x + 100y = =521 (c) 4x +y =28
d) 2x+y=0 (e 10x+6y=-9 (H b—dx+(c—a)y=0b—da+ (c—a)

Encontre a equacdo da reta na forma angular-intercepto nos seguintes casos:

(a) A reta € horizontal e passa por (—3, 8).

(b) A reta tem coeficiente angular —% e passa por (—5, 1).
(c) A reta tem intercepto x —2 e coeficiente angular %

(d) A reta € paralela a 2x + 5y = 1 e passa por (2, —8).
(e) A reta € perpendicularay = %x — le passa por (6, 0).

Resp. (@) y=8 (b)) y= -3 —1% () y=tx+1
(d)y=—§x—%6; (e)y=f§x+16

Calcule o coeficiente angular e o intercepto yde (a) y =5 — 3x;(b) 2x + 6y = 9;(c)x + 5= 0.

Resp. (a) coeficiente angular —3, intercepto y 5; (b) coeficiente angular —L, intercepto y %; (c) coeficiente angular
indefinido, sem intercepto y.

Calcule os possiveis coeficientes angulares de uma reta que passa por (4,3) de modo que a parte da reta no primeiro
quadrante forme um tridngulo de drea 27 com os eixos coordenados positivos.

3

Resp. —3ou—3

Repita o Problema 10.23, mas dessa vez assumindo um tridngulo de drea 24.

Resp. —43 ¢ o unico coeficiente angular possivel.

Lembrando da geometria plana que a reta tangente a um circulo € perpendicular a reta suporte do raio, descubra a equa-
¢do da reta tangente a:

(a) ocirculo x> + y?> = 25em (—3, 4)

(b) ocirculo (x — 2)> + (y + 4> = 4em (2, —2)

Resp. (a) 3x — 4y = —25; (b) y = —2

Mostra-se no cdlculo diferencial e integral que o coeficiente angular da reta tangente a curvay = x3 no ponto (a,a”) tem
coeficiente angular 3a*. Encontre a equacdo da reta tangente y = Yem(a) (2,8); (b) (a,ad).

Resp. (a) y=12x —16; (b) y = 3% — 24°

A reta perpendicular a reta tangente a uma curva no ponto de tangéncia € chamada de reta normal. Encontre a equagao
da reta normal a y = x* em (2,8). (Ver problema anterior.)

Resp. y = —lex + %9

Uma altura de um tridngulo € uma reta que passa por um vértice do tridngulo e € perpendicular ao lado oposto do mes-
mo. Encontre a equacio da altura que passa por A(0,0) e intercepta o lado definido por B(3,4) e C(5,—2).

Resp. x =3y =0

Uma mediana de um tridngulo € uma reta definida por um vértice do triangulo e pelo ponto médio do lado oposto do
mesmo. Encontre a equac¢do da mediana definida por A(5,—2) e pelo lado definido por B(—3,9) e C(4,—7).

Resp. 2x+3y =4

Encontre uma regra para uma fungdo linear, dados f(5) = —7ef(—5) = 10.

Resp. f(x) = —%x + %
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10.31 Encontre uma regra para uma fung¢ao linear, dados f(0) = aef(c) = b.

Resp. f(x) = b —dx+a

10.32 Em situagdes de depreciagdo (ver Problema 10.17) € normal que uma peca de equipamento tenha um valor residual apds
ter sido linearmente depreciada durante toda sua vida util.

(@) Encontre uma regra para V(7), o valor de uma peca de equipamento, assumindo que o valor no instante 7 = 0 € V,, e
que o valor ap6s 20 anos seja R.

(b) Use aregra para calcular o valor, apés 12 anos, de uma pega de equipamento originalmente avaliada em $7.500,
assumindo que a mesma tem um valor residual, apds 20 anos, de $500.

20

Yo

Resp. (a) V(1) = t+V, (b) $3.300



Transformacoes e Graficos

TRANSFORMAGCOES ELEMENTARES

Os graficos de muitas fungdes podem ser considerados como originados de graficos mais basicos, como resultado
de uma ou mais transformacdes elementares. As transformagdes elementares aqui consideradas sdo translagao, di-
latacdo e contragdo, e reflexdao em relagdo a um eixo coordenado.

FUNCAO BASICA

Dada uma funcio bdsica y = f(x) com o grafico mostrado na Fig. 11-1, as seguintes transformacdes tém efeitos
facilmente identificados no gréfico.

%4
4
[ .
-3 - -1 1 2
-2
y=f(x) -4
Figura 11-1

TRANSLACAO VERTICAL

O grificode y = fix) + k, para k > 0, € o mesmo de y = f(x) transladado para cima k unidades. O gréifico de y =
fix) + k, para k <0, € o mesmo de y = f(x) transladado para baixo k unidades.

Exemplo 11.1 Para a fungéo bdsica mostrada na Fig. 11-1, faga os graficos de y = f{x) e y = f{x) + 2 no mesmo
sistema de coordenadas (Fig. 11-2), e de y = fix) e y = fix) — 2,5 no mesmo sistema de coordenadas (Fig. 11-3).



PRE-CALCULO

y = f(x)+2 y\_/
4
-3 -1 1 2 -3 - -1 \\y 2

<

-2 2ly = f(x)-25
y=fx _, -4
Figura 11-2 Figura 11-3

DILATACAO E CONTRACAO VERTICAIS

O gréfico de y = af(x), paraa > 1, € o mesmo de y = f(x) dilatado, em relac¢do ao eixo y, por um fator a. O gréfico
de y = af(x), para0 < a < 1, é o mesmo de y = f(x) contraido, em relacdo ao eixo y, por um fator a.

Exemplo 11.2 Para a funcéo bdsica mostrada na Fig. 11-1, faca os grificos de y = f{x) e y = 2f(x) no mesmo
sistema de coordenadas (Fig. 11-4);ede y = % Jf(x) no mesmo sistema de coordenadas (Fig. 11-5).

6”7 61y
y =2f(x)

x x
-3 - -1 1 2 -3 -1 1 2
£ -2 -2 .
y=Jx = 3f(x
-4 -4 y 3f( )
Figura 11-4 Figura 11-5

TRANSLAGCAO HORIZONTAL

O grificode y = fix + h), para h > 0, € o mesmo de y = f(x) transladado a esquerda h unidades. O graficode y =
fix — h),para h > 0, € o mesmo de y = f(x) transladado a direita h unidades.

Exemplo 11.3 Para a fun¢io basica mostrada na Fig. 11-1, faga os graficos de y = fix) e y = fix + 2) no mesmo
sistema de coordenadas (Fig. 11-6); e de y = fix) e y = fix — 1) no mesmo sistema de coordenadas (Fig. 11-7).

6 61
y = f(x+2) ; =7’7§
X X
_72 3 -7 -1 1 2 3¢ 1 2 3
y = ) = Hax-1)
-4 -4

Figura 11-6 Figura 11-7
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DILATACAO E CONTRACAO HORIZONTAIS

O grificode y = flax), paraa > 1, é o mesmo de y = f(x) contraido em relagdo ao eixo x, por um fator a. O grifico
de y = flax), para0 < a < 1, é o mesmo de y = f(x) dilatado em relacdo ao eixo x, por um fator 1/a.

Exemplo 11.4 Para a funcéo bdsica mostrada na Fig. 11-1, faga os graficos de y = f(x) e y = f{2x) no mesmo
sistema de coordenadas (Fig. 11-8);edey = fix)ey = f (%x) no mesmo sistema de coordenadas (Fig. 11-9).

61 61
4 y=fGx) 4
y = f(x)
X X
-3 - - 1 2 3 y -3 -7 -1 1 2 3
e 2
= X
Y5 y = f(x) -4
Figura 11-8 Figura 11-9

REFLEXAO EM RELACAO A UM EIXO COORDENADO

O gréfico de y = —f(x) é o mesmo de y = f{x) refletido pelo eixo x. O grafico de y = f{—x) é o mesmo de y = f(x)
refletido pelo eixo y.

Exemplo 11.5 Para a fungio basica mostrada na Fig. 11-1, faga os grificos de y = f{x) e y = —f(x) no mesmo
sistema de coordenadas (Fig. 11-10); e de y = f{x) e y = f{—x) no mesmo sistema de coordenadas (Fig.11-11).

Yy y
y=-fx?® o'y = s
4
y = f(x)
x x
-3 2 3 -3 - -1 1 3
-2
oy = fx)
Figura 11-10 Figura 11-11

Problemas Resolvidos

11.1 Explique por que, para h positivo, o grafico de y = fix)+h € transladado para cima h unidades em relacio
ao grafico de y = f(x), enquanto o grafico de y = fix+h) € transladado para a esquerda h unidades.

Considere o ponto (a, fla)) no grafico de y = f(x). O ponto (a, f (a)+h) no grifico de y = f(x)+h pode ser considerado
como o ponto correspondente. Esse ponto tem coordenada y 4 unidades a mais que a do ponto original (a.f(a)); assim,
foi deslocado para cima h unidades.

Nio ¢ iitil considerar o ponto (a, f (a+Hh)) como o ponto correspondente no gréfico de y = fix+#h). E mais adequado
considerar o ponto com coordenada x a—h; assim, a coordenada y fla—h+h) = fla). Logo, o ponto (a—h.f(a)) € facil-
mente percebido como tendo a coordenada x i unidades a menos que a do ponto original (a.f(a)); logo, foi deslocado i
unidades para a esquerda.

11.2 Explique por que o grafico de uma funcéo par nao muda por reflexdo em relagio ao eixo y.

Uma reflexdo em relagdo ao eixo y substitui o grafico de y = f{x) pelo grifico de y = f{—x). Como f{—x) = f(x) em
func¢des pares, o grafico ndo muda.



@[P» ————  Pre-CiLcuo

11.3 Explique por que o grafico de uma fungdo impar € alterado exatamente da mesma forma por reflexdo em

rela¢do ao eixo x ou ao eixo y.

Uma reflexdo em relag@o ao eixo x substitui o grifico de y = f(x) pelo grifico de y = —f(x), enquanto uma reflexdo em
relacdo ao eixo y substitui o grafico de y = f(x) pelo grafico de y = f{—x). Como para uma funcdo impar f{—x) = —f(x),

as duas reflexdes tém exatamente o mesmo efeito.

11.4 Dado o grifico de y = lx| como mostrado na Fig. 11-12, esboce os graficos de (a) y = IxI—1; (b) y =

x—=2I; (o) y=Ix+2l—1; (d y=—2IxI+3.

PN W

Figura 11-12

(a) O gréficodey = IxI —1 (Fig. 11-13) é o mesmo de
y = lxl, transladado para baixo uma unidade.

y

-4 -2¥/2 4

Figura 11-13
(c) O grificodey = Ix + 2|—1 (Fig. 11-15) € 0 mesmo
de y = Ixl, deslocado para a esquerda duas unidades e,

entdo, uma unidade para baixo.

y

4
3
2
/ x
-4 \y 2
-1

-2

S

Figura 11-15

(b) O grificodey = Ix — 2| (Fig. 11-14) é o mesmo de
y = lxl, transladado para a direita duas unidades.

4,y

3

-1

-2
Figura 11-14

(d) O graficodey = —2IxI + 3 (Fig. 11-16) € o mesmo
de y = Ixl, dilatado por um fator 2, refletido em
relagdo ao eixo x e transladado para cima 3 unidades.

4,7
2
1
x
-4 - 2 4
-1
-2

Figura 11-16
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11.5 Dado o grificode y = V/x como mostrado na Fig. 11-17, esboce os grificos de (a) y = V —x;

(b)y:—?)\/;c; (c)y:%\/x+3; dy=-15Vx—1+2

y

N W ad

Figura 11-17

(a) O gréficode y = V —x (Fig. 11-18) € o mesmo de (b) O grificodey = -3Vx (Fig. 11-19) € o mesmo de
y = Vux, refletido pelo eixo y. y = Vx dilatado por um fator 3 em relacdo ao eixo y
e refletido pelo eixo x.

y 1Y

=N W o
!
[y

Figura 11-18 Figura 11-19

(c) O gréificode y = % Vx + 3 (Fig. 11-20) € 0 mesmo (d) Ogrificodey=—1,5Vx — 1 + 2 (Fig. 11-21) é
dey = \/);, transladado 3 unidades para a esquerda e omesmo de y = \/;c, transladado 1 unidade para
contraido por um fator 2 em relagéo ao €ixo y. a direita, dilatado por um fator 1,5 e refletido em

relagdo ao eixo x, e transladado para cima 2 unidades.

y

PN Wk Uty

-1 Z
1_1123\Q6

Figura 11-20
Figura 11-21
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11.6 Dado o gréfico de y = x* como mostrado na Fig. 11-22, esboce os gréficosde (a) y=4 —x°; (b) y = (%x)3 - %

8y

Figura 11-22

3
(a) O graficodey = 4 — x* (Fig. 11-23) é 0 mesmo de (b) O grificodey = <%x>

y= x3, refletido pelo eixo x e transladado 4 unidades

para cima. de y = x*, dilatado por

- %(Fig. 11-24) € o mesmo

um fator 2 em relacdo ao eixo

x e transladado para baixo % unidade.

8 8y
6 6

4
2 2

2 -1 1 \2" e e 2"
-2 -2
-4 -4
-6 -6
-8 -8
Figura 11-23 Figura 11-24

Problemas Complementares

11.7 Dado o grifico y = x!/3 como € mostrado na Fig. 11-25, esboce os graficos de:

@y=200+1 () y=20+DV% () y=2-2a% @ y=(-20"-1
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Figura 11-25

Resp. (a) Ver Fig. 11-26; (b) ver Fig. 11-27; (c) ver Fig. 11-28; (d) ver Fig. 11-29.

y y
: :
2
0 "
2
Figura 11-26
y y
4 2
\
X
2 -10 -5 5 10
1 -2
i x -3
-10 -5 5 10 —4
Figura 11-28 Figura 11-29

11.8 (a) Descreva como o grafico de y = |f(x)]| est4 relacionado ao grifico de y = f(x). (b) Dado o graficode y = x2
como mostrado na Fig. 11-30, esboce primeiro o grificode y = X2 —4e, entdo, odey = Ix2 — 4l

15
12,5

Figura 11-30

Resp. (a) As partes do grafico acima do eixo x sdo idénticas ao original, enquanto as por¢des do grafico abaixo do eixo
x sdo refletidas pelo eixo x.
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(b) Ver Figs. 11-31 e 11-32.

y=x2-4 y = |x2-4|

y y
10 10
7,5 7.5
5 5
2,5 5

x
x -4 -2 2 4

-4 - 5/ 4 -2,5
-5

Figura 11-31 Figura 11-32

11.9 (a) Descreva como o grafico de x = f{(y) se relaciona com o de y = fix). (b) Dados os graficos mostrados no proble-
ma anterior, esboce os graficos de x = y? e x = [y> — 4I.

Resp. (a) O gréfico é refletido em relagdo aretay = x.

(b) Ver Figs. 11-33 e 11-34.

x=y2
y
2
1
x
2 4 6 8
-1
-2

Figura 11-33 Figura 11-34



FuncOes Quadraticas

DEFINICAO DE FUNGCAO QUADRATICA

Uma fungio quadritica € qualquer fungio especificada por uma regra que pode ser escrita como f:x — ax’> + bx +
¢, sendo a # 0. A forma ax? + bx + ¢ é conhecida como forma candnica.

Exemplo 12.1 f(x) = x>, f(x) =3x>— 2x + 15,f(x) = — 3 + Sef(x) = —2(x + 5)*sdo exemplos de fungdes

quadriticas. f (x) = 3x + 5 e f(x) = x> sdo exemplos de fun¢des nio quadriticas

FUNCOES QUADRATICAS BASICAS

As fungdes quadraticas bésicas sdo as fungdes f(x) = x*> e f(x) = —x2. O gréfico de cada uma € uma pardbola com
vértice na origem (0,0) e eixo de simetria no eixo y (Figuras 12-1 e 12-2).

=

Figura 12-1 Figura 12-2

GRAFICO DE UMA FUNCAO QUADRATICA GERAL

Qualquer fungdo quadritica pode ser escrita na forma f (x) = a(x — h)> + k, completando o quadrado. Portanto,
qualquer fun¢do quadratica tem um grafico que pode ser considerado como o resultado da ag@o de transformacdes
simples sobre o grifico de uma das duas fungdes bésicas, f (x) = x> e f (x) = —x. Logo, o gréfico de qualquer fun-
¢do quadrética € uma pardbola.

Exemplo 12.2 A funcio quadritica f (x) = 2x*> — 12x + 4 pode ser reescrita como:

f)=2x*—12x+ 4
=2(@x*—6x)+ 4
=2 —6xr+9)— 18 +4
=2(x— 32— 14
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PARABOLA COM ABERTURA PARA CIMA

O grifico da funcio f (x) = a(x — h)> + k, para a positivo, € o mesmo grifico da funcio quadratica bdsica f (x) = x?
dilatado por um fator a (se a > 1) ou contraido por um fator 1/a (se 0 < a < 1), e transladado para a esquerda, para a
direita, para cima ou para baixo, de tal modo que o ponto (0,0) se torne o vértice (h,k) do novo grafico. O grafico de
f(x) = a(x — h)> + ké simétrico em relagdo a reta x = h. O grifico é chamado de pardbola com abertura para cima*.

PARABOLA COM ABERTURA PARA BAIXO

O griéfico da funcio f (x) = a(x — h)*> + k, para a negativo, é o mesmo grifico da funcio quadratica basica f(x) =
—x? dilatado por um fator lal (se lal > 1) ou contraido por um fator 1/lal (se 0 < lal < 1), e transladados para a
esquerda, para a direita, para cima ou para baixo, de tal modo que o ponto (0,0) se torne o vértice (h,k) do novo
grifico. O grifico de f (x) = a(x — h)*> + k é simétrico em relacdo a reta x = h. O grifico é chamado de parabola
com abertura para baixo**.

VALORES MAXIMO E MiNIMO

Para a positivo, a fungdo quadritica f (x) = a(x — h)> + k tem um valor minimo igual a k. Esse valor ocorre quando
x = h. Para a negativo, a func¢iio quadritica f (x) = a(x — h)*> + k tem um valor mdximo igual a k. Esse valor tam-
bém ocorre quando x = h.

Exemplo 12.3 Considere a func¢do f (x) = x> + 4x — 7. Completando o quadrado, ela pode ser escrita como
f)=x>+4x+4—4—7=(x+ 2)>— 11. Assim, o grifico da fun¢iio é o mesmo de f (x) = x* deslocado
para a esquerda 2 unidades e para baixo 11 unidades; ver Fig. 12-3.

y
10

Figura 12-3

O gréfico € uma pardabola com vértice (—2,—11) e abertura para cima. A fun¢@o assume um valor minimo de —11.
Esse minimo ocorre em x = —2.

Exemplo 12.4 Considere a funcio f(x) = 6x — x>. Completando o quadrado, ela pode ser escrita como f (x) =
—X+6xr=—x—6x)=— @ —6x+9)+9=—(x—3)2+ 9. Assim, o grifico da fungio é o mesmo de f (x)
= —x”transladado para a direita 3 unidades e para cima 9 unidades. O grafico é mostrado na Fig. 12-4.

* N. de T.: Também chamada de pardbola com concavidade para cima.

** N. de T.: Também chamada de pardbola com concavidade para baixo.
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y
5

X

-2 2 4 8
-5
-0
15
Figura 12-4

O grafico € uma parabola com vértice (3, 9) e abertura para baixo. A fun¢@o tem um valor maximo de 9. Esse valor
é obtido quando x = 3.

DOMINIO E IMAGEM

O dominio de qualquer fun¢do quadratica é R, uma vez que ax> + bx + c ou a(x — h)*> + k & sempre definido para
qualquer nimero real x. Para a positivo, uma vez que a fungdo quadritica tem um valor minimo de k, a imagem €
[k,). Para a negativo, uma vez que a funcdo quadratica tem o valor maximo de k, a imagem €& (—o,k].

Problemas Resolvidos

121

12.2

b dac — b2)

Mostre que o vértice da pardbola y = ax®> + bx + ¢ estd localizado em <_2a’ ia

Completando o quadrado em y = ax” + bx + ¢, tem-se

b
a<x2 + ax) +c

y =
b b2> b?

—al2+ 2+ )2y

a(x +ax+4a2 4a+c
_ A)Z dac — b*
—a(x+2a + 4a

Assim, a pardbolay = ax® + bx + ¢ é obtida a partir da pardbolay = ax? por transla¢do de uma quantia —b/2a em rela-
¢d0 ao eixo x, e uma quantia (4ac — bz) / (4a) em relagdo ao eixo y. Como o vértice de y = ax? estd em (0,0), o vértice
dey=ax*+bx+céo especificado.

Analise os interceptos do grafico de y = ax? + bx + c.

Para x = 0, tem-se y = ¢. Logo, o grifico sempre tem um intercepto y em (0,c). Para y = 0, a equacdo se torna 0 =
ax* + bx + ¢. O nimero de solugdes dessa equagdo depende do valor do discriminante b? — 4ac (Capitulo 5). Assim,
se b? — 4ac é negativo, a equacéo nio tem solucdes e o grafico ndo tem interceptos x. Se b? — 4dac é zero, a equagao

tem uma solucio x = —b/2a e o grafico tem um intercepto x. Se b> — 4ac é positivo, a equacio tem duas solucdes
—b + Vb* — dac b — Vb — dac . ..
x= 2a e x= 2a , € 0 grafico tem dois interceptos x.

Observe que os interceptos x sdo simetricamente posicionados em relagdo a reta x = —b/2a.
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12.3 Mostre que para a positivo, a funco quadratica f (x) = a(x — h)*> + k tem um valor minimo obtido em x = A.

Para todo real x, x2 = 0. Assim, o valor minimo de (x — h)2 ¢ 0 e esse minimo ocorre em x = h. Para a positivo e k
arbitrdrio, segue-se que:
x—h?=0
a(x —h)?=0
ax—h? +k=k

Assim, o valor minimo de a(x — h)% + k é k, que ocorre em x = h.

12.4 Analise e faca o grafico da fun¢dio quadritica f (x) = 3x*> — 5.

O gréfico é uma pardbola com vértice (0,—5) e abertura para cima. O grafico é o mesmo da pardbola basica y = x?

dilatada por um fator 3 em relagdo ao eixo y e transladada para baixo 5 unidades. O grifico é mostrado na Fig. 12-5.

y
40

30
20

10

-4 2\ | 2 4
Figura 12-5

12.5 Analise e faga o gréfico da func@o quadrdtica f(x) = —1 — %xz.

A func¢do pode ser reescrita como f(x) = ,%xz — 1. O gréfico € uma pardbola com vértice (0,—1) e abertura para baixo.
O grifico € o mesmo da pardbola basica y = —x? contraida por um fator 3 em relacéo ao eixo y e transladada 1 unidade
para baixo. O gréfico € exibido na Fig. 12-6.

=

Figura 12-6

12.6 Analise e faga o grafico da fungio quadratica f (x) = 2x* — 6x.

Completando o quadrado, isso pode ser reescrito como:

[TV}

f(x) =2(x2*3x)=2(x2*3x+%> 72-%:2<x,%)2,
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Logo, o grafico é uma parabola com vértice (%,—%) e abertura para cima. A parabola ¢ a mesma do gréfico da pardbola
basica y = x> dilatada por um fator 2 em relagdo ao eixo y e transladada para a direita % unidades e para baixo % unidades.
O gréfico € mostrado na Fig. 12-7.

Y
>
-1 1 2 4
-1
-2
-3
-4
-5
Figura 12-7

12.7 Analise e faga o grafico da funcdo quadrética f(x) = %xz + 2x + 3.

Completando o quadrado, isso pode ser reescrito como:

f(x)=%(x2+4x)+3=%(x2+4x+4)—2+3=%(x+2)2+1

Logo, o grifico € uma pardbola com vértice (—2,1) e abertura para cima. A pardbola € a mesma do grafico da pardbola
bésica y = x* contraida por um fator 2 em relaciio ao eixo y e deslocada 2 unidades para a esquerda e 1 unidade para
cima. O gréfico € exibido na Fig. 12-8.

12

> O ™

-6 -4 -2 2

Figura 12-8

12.8 Analise e faca o grifico da fungio quadritica f (x) = — 2x> + 4x + 5.

Completando o quadrado, isso pode ser reescrito como f (x) = — 2(x — )%+ 7. Logo, o grafico ¢ uma pardbola com
vértice (1,7) e abertura para baixo. A pardbola € a mesma do grifico da pardbola basica y = —x? dilatada por um fator
2 em relagdo ao eixo y e transladada 1 unidade para a direita e 7 unidades para cima. O gréfico € exibido na Fig. 12-9.
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Figura 12-9

Determine o dominio e a imagem para cada fung@o quadratica dos Problemas 12.4 — 12.8.
No Problema 12.4, a fungio fix) =3x> —5 possui um valor minimo de —5. Logo, o dominio € R e a imagem € [—5,%).

No Problema 12.5, a fungdo f(x) = —1 — %xz possui um valor maximo de —1. Logo, o dominio € R e a imagem €
(o, —1].
No Problema 12.6, a fun¢do f(x) = 2x> — 6x possui um valor minimo de —%. Logo, o dominio € R e a imagem ¢ [—g,oc).

No Problema 12.7, a fungdo f(x) = %xz + 2x + 3 possui um valor minimo de 1. Logo, o dominio é R e a imagem ¢é
[1,9).

No Problema 12.8, a fung@o f(x) = —2x*> + 4x + 5 possui um valor maximo de 7. Logo, o dominio é R e a imagem €
(=71

Um campo ¢ delimitado no formato de um retangulo no qual um lado € formado por um rio de percurso
retilineo. Se 100 pés estdo disponiveis para o cercado, determine as dimensdes do retangulo de maxima drea
possivel. (ver Problema 9.8)

Seja x = comprimento de um dos dois lados iguais (Fig. 12-10).

100 - 2x

Figura 12-10

No Problema 9.8, foi mostrado que a &rea A = x(100 — 2x). Reescrevendo isso na forma candnica, tem-se A = — 22 +
100x. Completando o quadrado, A = —2(x — 25)? + 1.250. Assim, a drea méxima de 1.250 pés quadrados é conseguida
quando x = 25. Logo, as dimensdes sdo 25 pés por 50 pés para a drea maxima.

No problema anterior, qual o dominio da fun¢ao drea A(x)? Faca o grafico da funcdo nesse dominio.

O dominio de uma funcdo quadratica abstrata € R, ja que ax? + bx + ¢ é definida e real para todo real x. Em uma apli-
cacdo pratica, esse dominio pode ser restrito por consideragdes fisicas. Aqui, a drea deve ser positiva; portanto, ambos,
x e 100 — 2x, devem ser positivos. Assim, {x € RI0 <x < 50} é o dominio de A(x). O grdficode A = —2(x — 25)2 +
1.250 € o mesmo da pardbola basicay = —x2 dilatado por um fator 2 em relagdo ao eixo y e transladado para a direita
25 unidades e 1.250 unidades para cima. O grafico € mostrado na Fig. 12-11.
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Figura 12-11

Um projétil € disparado do chdo com uma velocidade de 144 pés/segundo. Sua altitude A(f) no instante 7 é

dada por h(f) = — 16> + 144¢. Calcule sua altitude mdxima e o momento em que o projétil atinge o solo.
A funcio quadrdtica h(f) = — 1612 + 144¢ pode ser escrita como A(f) = —16 (z - %)2 + 324, completando o quadra-
do. Desse modo, a fun¢éo assume um valor mdximo de 324 (quando t = % ), ou seja, a altitude mdxima do projétil
é de 324 pés.

O projétil atinge o solo quando o valor da funcao € 0. Resolvendo — 1672 + 1441 = 0 ou — 161t — 9) = 0, tem-se £ = 0
(momento inicial) ou r = 9. Logo, o projétil atinge o chio apés 9 segundos.

Uma ponte suspensa € construida com seu cabo pendurado na forma de uma pardbola*, entre duas torres ver-
ticais. As torres estdo distantes 400 pés e se erguem 100 pés acima da rodovia horizontal, enquanto o ponto
central do cabo estd a 10 pés acima da rodovia. Introduza um sistema de coordenadas como mostrado.

y .

(50,y)

Figura 12-12

(a) Encontre a equagdo da pardbola no sistema de coordenadas.
(b) Calcule a altura acima da rodovia de um ponto 50 pés distante do centro da ponte.

(a) Como o vértice da parabola estd em (0,10), a equagdo da pardbola pode ser escrita como y = ax” + 10. Na torre da
direita, a 200 pés do centro, o cabo estd a uma altura de 100 pés; assim, o ponto (200,100) estd sobre a parabola.
Substituindo, tem-se 100 = a(200)2 + 10; logo, a = 90/40.000 ou 9/4.000. A equacdo da pardbola é:

Ox?
Y= 4000 T 10

(b) Aqui a coordenada x do ponto € dada como 50. Substituindo na equagio, tem-se:

~9(50)
Y = 74000

+ 10 = 15,625 pés

Encontre dois nimeros reais positivos cuja soma seja S e cujo produto seja um maximo.

Seja x um ndmero; entdo, o outro nimero deve ser S — x. Logo, o produto € uma func¢io quadrdtica de x:P(x) = x(§ —
x)= — x>+ Sx. Completando o quadrado, essa fun¢do pode ser escrita como P(x) = — (x — S/ 2)? + §%/ 4. Portanto,
o valor maximo da fun¢@o ocorre quando x = S$/2. Os dois nimeros sao S/2.

* N. de T.: A rigor, um cabo pendurado em uma ponte suspensa tem um formato mais parecido com uma catenaria, a qual, de
certo modo, € parecida com uma pardbola.
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12.15 Um vendedor percebe que, se visitar 20 lojas por semana, a venda média para cada loja é de 30 unidades
por semana; mas, para cada loja que ele visita a mais, as vendas decaem em uma unidade. Quantas lojas ele
devera visitar por semana para maximizar as vendas totais?

Seja x o nimero de lojas adicionais. Entdo o nimero de visitas ¢ dado por 20 + x e as vendas correspondentes sio de 30
— x por loja. O total de vendas ¢ dado por S(x) = (30 — x)(20 + x) = 600 + 10x + x%. Esta é uma fun¢do quadratica.
Completando o quadrado temos S(x) = —(x — 5)> + 625. Esta tem um valor méximo quando x = 5; logo, o vendedor
devera visitar 5 lojas a mais, com um total de 25 lojas, maximizando assim o total de vendas.

Problemas Complementares

12.16 Mostre que para a negativo a fungio quadratica f (x) = a(x — h)*> + k tem um valor maximo k em x = .

12.17 Encontre o valor maximo ou minimo e faga o grafico da funcao quadratica f (x) =x*+ 6x + 9.

Resp. Valor minimo: 0 quando x = —3. (ver Fig. 12-13)

Figura 12-13

12.18 Encontre o valor maximo ou minimo e faca o grafico da funcdo quadritica f (x) = 6x> — 15x.

Resp. Valor minimo: —% quando x = % (ver Fig. 12-14)
y

40

30

20

0

X
-1 1 3 4
-10
Figura 12-14
12.19 Encontre o valor mdximo ou minimo e faga o grafico da fungdo quadrdtica f(x) = — é)c2 - ix + 6.

2 3
o 170 4 .
Resp. Valor méximo: 57 quando x = 9" (ver Fig. 12-15)
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Figura 12-15

Determine o dominio e a imagem para cada fun¢@o quadrdtica:
(@) f&x) =3(x —2)* + 5,(b) flv) = —%(x + 372 = T7(0) f(¥) =6 — x5 (d) f(x) = x> — 8
Resp. (a) dominio: R, imagem [5,%); (b) dominio: R, imagem (—,—7]
(c) dominio: R, imagem (—,6]; (d) dominio: R, imagem [—16,%)
Um projétil € disparado a partir de uma altura inicial de 72 pés, com uma velocidade inicial de 160 pés/segundo. Sua

altura A(f) no instante ¢ € dada por h(f) = — 1672 + 160t + 72. Calcule sua altura mdxima, 0 momento em que essa
altura € alcangada e o instante em que o projétil atinge o solo.

Resp. Altura maxima: 472 pés. Momento da altura maxima: 5 segundos.

Projétil atinge o solo: 5 + V' 118/2 =~ 10,4 segundos.

Serdo usados 1.500 pés de grade para construir seis jaulas para animais, como na Fig. 12-16.

Figura 12-16

Expresse a drea total compreendida como uma funcéo da largura x. Encontre o valor mdximo dessa drea e suas
dimensdes correspondentes.

Resp. Area: A(x) = %x(lSOO — 3x). Valor maximo: 46.875 pés quadrados. Dimensdes: 250 pés por 187,5 pés.

Encontre dois niimeros reais cuja diferenca seja S e cujo produto seja minimo.

Resp. S12e —S/2

Um time de basquete descobre que, cobrando $25 por bilhete, a média de frequéncia da plateia por jogo € de 400. Para
cada $0,50 a menos no preco do bilhete, a frequéncia aumenta em 10. Qual prego do bilhete ird gerar lucro méximo?

Resp. $22,50



Algebra de Funcdes;
Funcoes Inversas

COMBINAGCOES ALGEBRICAS DE FUNCOES

Combinagdes algébricas de fungdes podem ser obtidas de diversas maneiras: dadas duas fungdes f e g, as funcdes
soma, diferenca, produto e quociente podem ser definidas como:

Nome Definicao Dominio

Soma (f + &) = fx) + gx) O conjunto de todos os x que pertencem aos dominios de fe g

Diferenca (f = o) = f(x) — g(x) O conjunto de todos os x que pertencem aos dominios de fe g

Diferenga (& = Hx) = gkx) — f(x) O conjunto de todos os x que pertencem aos dominios de fe g

Produto (f9)(x) = f(x)g(x) O conjunto de todos os x que pertencem aos dominios de fe g

Quociente ( f ) o) = J&x) O conjunto de todos os x que pertencem aos dominios de fe g,
8 g(x) comg (x) #0

Quociente (g) ) = 8 O conjunto de todos os x que pertencem aos dominios de fe g,
f fx) comf(x) # 0

Exemplo 13.1 Dadas das fungdes f(x) = x> e g(x) = Vx — 2, calcule (f+g)(x) e (/g)(x) e estabeleca os do-

minios (f + g)(x) = f(x) + g(x) = x> +Vx — 2. Como o dominio de fé R e o dominio de g é {x e RIx =2}, 0
dominio dessa fungdo € também {x € Rlx = 2}.

A ) x? . . . .
(f (x) = ———. O dominio dessa fun¢@o ¢ o mesmo de f+g, com a restri¢do a mais de que g(x) # 0, ou seja,
g Vx—2
{xeRIx>2}.

DEFINICAO DE FUNGCAO COMPOSTA
A fungdo composta f o g das fungdes fe g € definida por:
fog) = f(gx))

O dominio de f o g é o conjunto de todos os x no dominio de g, tal que g(x) estd no dominio de f.
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Exemplo 13.2 Dadas f(x) = 3x — 8 e g(x) = 1 — x%, encontre f o g e defina seu dominio.
fog)=f(gx)=f1—x»=31—x*—8=—5—3x% Como os dominios de fe g sio R, o dominio de fo g
éigualmente R.

Exemplo 13.3 Dadas f(x) = x>e g(x) = Vx — 5, calcule f o g e defina seu dominio.

foglx) = fgx) = f(\/x -5 = (\/x — 5)> = x — 5.0 dominio de f o g ndo é R. Uma vez que o dominio de
g é {x e Rlx = 5}, o dominio de todos os elementos de f o g é o conjunto de todos 0s x = 5 no dominio de f, ou
seja, {x e Rlx = 5}.

A Figura 13-1 mostra as relagdes entre f, ge fo g.

Dominio de fo g Imagem defo g

Figura 13-1

FUNCOES INJETORAS

Uma fun¢@o com dominio D e imagem R € dita uma funcdo injetora se exatamente um elemento do conjunto D
corresponde a cada elemento do conjunto R.*

Exemplo 13.4 Sejam f(x) = x>e g (x) = 2x. Mostre que f nio é uma fungio injetora e que g &.

O dominio de fé R. Entdo, f (3) = f(—3) = 9, ou seja, os elementos 3 e —3 no dominio de f correspondem a 9 na
imagem, logo, fnao € injetora.

Tanto o dominio quanto a imagem de g sdo R. Seja k um niimero real qualquer. Se 2x = k, entdlo, o Unico x que
corresponde a k € x = k/2. Assim, g € injetora.

Uma fun¢@o com dominio D e imagem R € injetora se uma das seguintes condi¢des de equivaléncia for satisfeita.

1. Sempre que f(u) = f(v) em R, entdo, u = vem D.
2. Sempre que u # vem D, entdo, f (u) # f(v) em R.

TESTE DA RETA HORIZONTAL

Como para cada valor de y no dominio de uma funcio injetora f existe exatamente um x, tal que y = f(x), uma reta
horizontal y = ¢ pode cruzar o grafico de uma fung¢ao injetora no maximo uma vez. Logo, se uma reta horizontal
cruzar um grafico mais que uma vez, o grafico nao € o de uma fung¢ao injetora.

DEFINICAO DE FUNCAO INVERSA

Seja fuma fungio injetora com dominio D e imagem R. Como, para cada y em R hd exatamente um x em D, tal que
y = f(x), defina uma func@o g com dominio R e imagem D tal que g(y) = x. Desse modo, g inverte a correspondén-
cia definida por f. A fun¢do € chamada de funcdo inversa de f.

* N. de T.: Alguns autores chamam de funcio injetiva ou um-a-um.
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RELACAO FUNCAO-FUNGCAO INVERSA

Se g € a funcdo inversa de f, entdo, de acordo com a defini¢do dada,

1. g (f(x)) = x paratodo x em D.
2. f(g (y)) = yparatodoyem R.

NOTACAO PARA FUNGCOES INVERSAS

Se f€ uma fungdo injetora com dominio D e imagem R, entdo a func¢do inversa de f, com dominio R e imagem D ¢
geralmente denotada por f ~!. Logo, f ! € também injetora e x = f ~!(y) se, e somente se, y = f (x).
Com essa notagdo, a relagdo func¢do-funcéo inversa torna-se:

1. £~ 1(f(x)) = x para todo x de D.
2. f(f~'(v)) = y para todo y de R.

A Fig. 13-2 mostra a relagdo entre fe f .

Dominio de f Dominio de f !

~ - — — — -
Imagem de f ! f Imagem de f
Figura 13-2

PARA ENCONTRAR A INVERSA DE UMA DADA FUNGAO F

1. Verifique se f ¢ uma fun¢ao injetora.

2. Resolva a equagiio y = f(x) para x, em termos de y, se possivel. Isso d4 uma equacio da forma x = f~! (y).
3. Troque x por y e y por x na equagio do passo 2. Isso fornece uma equacio da forma y = £~ (x).
Exemplo 13.5 Encontre a fungdo inversa de f (x) = 3x — 1.

Primeiro mostre que f € uma fungdo injetora. Assuma f («) = f (v). Entdo, segue que

3u—1=3v—1
3u =3v
u=yv

Logo, f'¢ uma fung¢do injetora. Agora isole x em y = 3x—1 para obter

y=3x—1
y+1=3x
_y+1
T3

Em seguida, troque x e y para obter y = f~!(x) = X 43’ 1'
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GRAFICO DE UMA FUNCAO INVERSA

Os grificos de y = f(x) e y = f ~!(x) sdo simétricos em relacdo A reta y = x.

Problemas Resolvidos

13.1 Dadasf(x) =ax + beg(x) =cx +d,a,c # 0,encontre f + g, f — g, fg, f/ g e defina seus dominios.

(f+o0=fW+tgx)=ax+tb+ex+d=(@+ocx+(b+d)
(f—9x =f(x) —gx)=(ax+b)—(cx+d)y=ax+b—cx—d=(@—cx+ b —4d)
(fo)(x) = f(X)g(x) = (ax + b)(cx + d) = acx* + (ad + bc)x + bd

Como R € o dominio de ambas, fe g, o dominio de cada uma dessas fungdes € R.

(fl9x) = f0)/g(x) = (ax + b)/(cx + d)

O dominio dessa fun¢do € {x € Rlx # —d/c}.

13.2 Dadas f(x) = ;Cz t 14 egx) = %, encontre f + g, f — g, fg, f/g e defina seus dominios.
_ CxHl 2 D H267 -4 32+ k-8
(f+ 90 =fx) + glx) = e_atx~ X — 4) -
_ _ _x+1_g_x(X+1)*2(x2*4)_—x2+x+8
(f=oW =f0) —gW) = 57—, ~x~ X© — 4) )
+1 2 2x + 2
) = f)el) = 55 = o5

Como o dominio de fé {x € RIx # —2, 2} e o dominio de g é {x € RIx # 0}, o dominio de cada uma dessas funcdes é
{xeRIx # —2,2,0}.

gy 2 -4

(f)()zf(x)_x-i-l L2 _x+1 o x_ XHx
* XT P42 228

2 x
O dominio dessa fun¢do pode ndo parecer 6bvio a partir de sua forma final. Da definicdo de fun¢do quociente, o do-

minio dessa fungdo deve ser dos elementos de {x € RIx # —2, 2, 0} para os quais g(x) ndo ¢ 0. Como g(x) nunca ¢ 0, o
dominio dessa funcdo quociente € {x € RIx # —2,2, 0}.

13.3 Se fe g sdo funcdes pares, mostre que f + g e fg também sdo fungdes pares.

f+ g)(—x) = fl—x) + g(—x) e (fg)(—x) = f(—x)g(—x), por defini¢do. Como fe g sdo fun¢des pares,
f(=x) + g(=x) =f(x) + g) e f(—x)g(—x) = f(x)g(x). Portanto,
(F+Q(=x) =f(—x) + g(=x) = f(x) + gx) = (f + &)%) e (f)(—x) = f(—x)g(—x) = f(0)g(x) = (fg)(x)

ou seja, f + g e fg sdo fungdes pares.
13.4 Dadas f(x) = V1 - xe glx) = \/m determine g + f, ¢ — f, gf., f/ g e defina seus dominios.
€+ )@ =gw +f@) = Ve -4+ V-
€ —NHW=gw —f@=Ve—4-V1-ux
(N = g0 f@) = Va2 —4- V1 —x
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13.5

13.6

13.7

13.8

13.9

Como o dominiode fé {xe Rlx =1} e o dominiode g € {x € RIx = —2 oux = 2}, o dominio de cada uma dessas fun-
¢oes € a interse¢do desses dois conjuntos, ou seja, {x € Rlx = —2}.

(i)():f(ix): VI1-—x
g)Y T T Ve —a

O dominio dessa funcdo € dos elementos de {x € Rlx = —2} para os quais g(x) # 0, ou seja, {x € Rlx < —2}.

Dadas f (x) = x*e g(x) = 3x + 5, encontre fo g € g o f e defina seus dominios.

fogl) = fg) =f(3x + 5) = 3x + 5)*
gof(x) = g(f(x) = gx) =3x* + 5

Como ambos os dominios de f'e g sdo R, os dominios de fo ge g o f sdo também R.
Dadas f(x) = Ixl e g(x) = —5, encontre f° & e & o/ e defina seus dominios.

fogl) =flg) =f(=5) =|-5|=5
goflx) = g(f(x) = g(|x)) = =5

Como ambos os dominios de f'e g sdo R, os dominios de fo ge g o f sdo também R.

Dadas f(x) = Vx — 6¢ g(x) = x> + 5x, encontre fo ge g o f e defina seus dominios.
foglx) = flg) = f(* + 5x) = V> + 5x — 6

gof) =g(f) =g(Vx—6=(Vx—62+5Va—6=x-6+5Vx—6
Como o dominio de g € R, o dominio de f o g € o conjunto de todos os nimeros reais com g(x) no dominio de f, ou seja,
gx)=6,0ux’>+5r=6,0u{xeRlx=1oux= —6}.
Como o dominio de /€ {x € RIx = 6}, o dominio de g - f € o conjunto de todos os nimeros reais neste conjunto, com
f(x) no dominio de g; isto &, todos os nimeros de {x € Rlx = 6}.

Dadas fix) = Ix — lle g(x) = 1/x, encontre fo ge g o f e defina seus dominios.

st = ison = 1(2) = = anf 5

g o f() = g(f() = gllx — 1)) = ﬁ

Como o dominio de g é {x e Rlx # 0}, o dominio de fo g € 0 conjunto de todos os nimeros reais ndo nulos com g(x) no
dominio de f; isto é, {x € RIx # 0}.

Como o dominio de fé R, o dominio de g o f € o conjunto de todos os niimeros reais com f(x) no dominio de g, ou seja,
{x e RIx # 1t}.

Dadas f(x) = Vx> + 5eg(x) = V4 — x% encontre fo ge g ° f e defina seus dominios.

fog) =fleg) =f(Vd—D=V(Vad—22+5=Va—-x+5=V9—x

gofr) = g(f) =gV +5 =Va— (V2 +52=Va-@+5=V-1-x

Como o dominio de g € {x € RI—2 = x = 2}, o dominio de f o g € o conjunto de todos os nimeros neste conjunto com
J(x) no dominio de g; ou seja, {x e RI—2 = x = 2}. Observe que o dominio de f o g ndo pode ser determinado a partir
de sua forma final.

Como — 1 — x%¢ negativo para todo x real, o dominio de g o f € vazio.



13.10

13.11

13.12

13.13

13.14

CapiTuLo 13 * ALGEBRA DE FUNGOES; FUNGOES INVERsAs — ————— D

Encontre uma representagdo em termo de funcdo composta para cada uma das seguintes fungdes:
1
2 c —
@Y= e 5T o
(a) Sejamy = u* e u = 5x — 3. Entdlo, y = flu) e u = g(x); logo, y = flg(x)).

(b) Sejamy = Vieu=1-x% Entdo, y = flu) e u = g(x); logo, y = flg(x)).
2/3

(@y=06x=3" (B»y=VIl-x

(c) Sejamy =u ““eu = x% — 5x + 6. Entdlo, y = flu) e u = g(x); logo, y = flg(x)).
Um baldo esférico estd sendo inflado a uma taxa constante de 671 pés*/min. Expresse seu raio » como uma
funcdo de tempo ¢ (em minutos), assumindo que » = 0 quando ¢ = 0.

Expresse o raio r como uma fung¢io do volume V, e V como uma fungio do tempo .

Como V = %77;3 para uma esfera, isole r para obter r = f(V) = 3V V € uma funcgdo linear de 7, com coeficiente

o
angular 67; T

jadque V= 0quando t = 0,V = g(t) = 6mt. Logo, r = f(g(t)) = 3 3(27#) = \3/9771)535,
N 4

A renda (em délares) oriunda da venda de x unidades de um certo produto ¢ dada pela funcdo
R(x) = 20x — x%200. O custo (em ddlares) para produzir x unidades é dado pela fungdo C(x) = 4x + 8000.
Descubra o lucro nas vendas de x unidades.

A funcio lucro P(x) € dada por P(x) = (R — C)(x). Logo

P(x) = (R — O)(x)
=R(x) — Cx)
= (20x — x*200) — (4x + 8000)
=20x — x¥200 — 4x — 8000
= —x%200 + 16x — 8000

No problema anterior, se a demanda x e o preco p (em ddlares) para o produto sdo relacionados pela fungio
x = f(p) = 4000 — 200p, 0 = p = 20, escreva o lucro na forma de uma fungdo da demanda p.

F(p) = P o f(p) = P(f(p)) = P(4000 — 200p)
= — (4000 — 200p)%200 + 16(4000 — 200p) — 8000

No problema anterior, encontre o pre¢co que levaria ao lucro maximo e encontre também qual o valor desse
lucro médximo.

Simplificando, obtemos

F(p) = —(4000 — 200p)2/200 + 16(4000 — 200p) — 8000
= —(16.000.000 — 1.600.000p + 40.000p%)/200 + 64.000 — 3200p — 8000
= —80.000 + 8000p — 200p + 64.000 — 3200p — 8000
= —200p2 + 4800p — 24,000

Esta é uma funcio quadratica. Completando o quadrado, temos F(p) = —200(p — 12)? + 4800. A fungio atinge seu
valor maximo (lucro méaximo) de $4.800 quando o prego p = $12.
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13.15 Mostre que toda funcéo crescente € injetora em seu dominio.

Seja fuma fung¢do crescente, ou seja, para quaisquer a e b no dominio de f, se a < b, entdo, fla) < f(b). Agora, se u # v,
entdo, ou u < v, ou u > v. Assim, ou flu) < f(v), ou flu) > f(v); em qualquer caso f (1) # f(v) e f € uma funcido injetora.

13.16 Determine se cada uma das seguintes funcdes € ou nao injetora.
@ f=5 B f)=5x () fW)=x*+5 @ f)=Vx—5

(a) Como f(2) = 5ef(3) =5, esta funcdo ndo € injetora.
(b) Considere flu) = f(v). Entdo, segue-se que Su = 5v; logo, u = v. Portanto, f ¢ uma funcio injetora.
(c) Como f(2) =9ef(—2) =9, esta funcdo ndo € injetora.
(d) Faga f(u) = f(v). Logo, segue-se que:
Viu-5=Vv-5
u—5=v-—35
u=v

Portanto, f'¢ uma funcio injetora.

13.17 Use a relagdo fungdo-fungdo inversa para mostrar que fe g sdo inversas e esboce os graficos de fe g e areta
y = x no mesmo sistema de coordenadas.

(@ foo) = 2x—3 g ="+ 3
B) fx)=x*+3,x=0 gx)=x—-3,x=3
© fo)=—4—x,x=4 g =4—-xLx=0

(a) Observe, primeiro, que Dom f = Imagem g = R.

Além disso, Dom g = Imagem f = R.

S(f0) = g2x — 3) = Z =2 E3
=X
+3 +3
feo =f(*57) =2(*57) - 3
=y

A retay = x é mostrada tracejada na Fig. 13-3.

Figura 13-3
(b) Observe, primeiro, que Dom f = Imagem g = [0, ). y
Além disso, Dom g = Imagem f = [3, ). 6 /
/
4 /
g(fx) = g* +3) = Vx> +3 -3 s
/
=V =x em [0, ). 2, /
/ X
fg) =f(Vy =3)=(Vy =37 +3) -6 -4 -2// 2 4 6
=y—3+3=y /s =2
/
A retay = x é mostrada tracejada na Fig. 13-4. , 4 -4

Figura 13-4
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(c) Observe, primeiro, que Dom f = Imagem g = (—, 4 |.

Além disso, Dom g = Imagem f = (—, 0 ].

g(f(x)) = g(*\/éfx) =4 — (7\/4fx2
=4-@-x=x

flg(y) = f4 —y) = =\V4 — (4 — )

=-Vy =y em(-%»,0]

Aretay = x € mostrada tracejada na Fig. 13-5.

Figura 13-5

13.18 As fungdes seguintes sdo injetoras. Encontre as fun¢des inversas de cada uma.

(@) fx)=4x—1

© f)=x*-9,x=0

(a) Fagay = 4x — 1.

Isole x em relagdo a y.

2

b) fx) = Y13
@ fx)y=4+(x+3)2%x=-3

(b)

Facay =2/(x + 3).

Isole x em relagdo a y.

4x— 1=y y = 2
4x =y + 1 x+3
oyt _2
X="7 x+3—y
x—%—3
Troque x e y. Troque x e y.
_ x+1 _ 2
y=110=" y=flwm=5-3
Nota: Nota:

Dom f = Imagf:mff1 =R
Domf71 = Imagem f = R
(c) Facay =x2-9,x=0.

Isole x em relag@o a y.

(@)

Dom f = Imagem y =f71 =(—%,—3) U (—3,%)
Domff1 = Imagem f =(—2,0) U (0,%)
Fagay =4+ (x +3)%, x = —3.

Isole x em relagdo a y.

X—9=y 4+ x+3r=y
XX=y+9 x+3)2=y—4
x=Vy+9 x+3=-Vy—4

(uma vez que x deve ser positivo)

(uma vez que x+3 deve ser negativo)

Troque x e y. .= _3_m
y=f10=Vx+9 Troque x e y.

y=flw=-3x-Vx—4
Nota: Nota:

Dom f = Imagem f_l =10, )
Domf71 = Imagem f =[—9, )

Dom f = Imagem f ! =(—o, —3 ]
Dom ™! = Imagem f = [4, »)
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13.19 A fungio F(x) = (x — 4)*ndo € injetora. Encontre a inversa da fun¢io definida pela restricdo do dominio de
Fpara(a) =4;(b)x=4.

(@) Primeiro, mostre que a fungdo f(x) = (x — 4)?, x = 4, é injetora.
Assuma f(u) = f(v). Entdo, segue-se que
w— 472 = — 472 u, v
u—4= im

u=4x v —4),jaquev =4

v
~

Mas, como u deve ser maior ou igual a 4, o sinal positivo deve ser escolhido.
u=4+v—-4=vy
Portanto, f € injetora.
Agora, facay = f(x) = (x — 4)%, x = 4, e isole x em termos de y.
(x—4p=y
x—4= \/;desdequex =4
x =4+ \/y
Troque x e y para obtery = f ) =4+ V.
Nota: Dom f = Imagemff1 =4, «). Domf71 = Imagem f = [0, )
(b) Primeiro, mostre que a fungdo f(x) = (x — 4% x=4,¢ injetora.

Assuma f(u) = f(v). Entdo, segue-se que

(w—4?%= (v — 472 u,v=4
u—4==\Vu-4ap

u=4=*=4-—v) desdequev =4
Mas, como u deve ser menor ou igual a 4, o sinal negativo deve ser escolhido.
u=4—-@A-v)y=v
Portanto, /€ injetora.
Agora, facay = f(x) = (x — 4)%, x = 4, e isole x em termos de y.

x—4y =y
x_4=—\[y desde que x = 4
x=4 - \/;
Troque x e y paraobtery = f~!(x) = 4 — Vi
Nota: Dom f = Imagem f ! =(—, 4]. Dom f ! = Imagem f = [0, o).

Problemas Complementares

13.20 Mostre que se fe g sdo funcdes impares, entdo f + g e f — g sdo fungdes impares, mas fg e f/g sdo funcdes pares.

13.21 Dadas f(x) = 3 ; ! eglx) = Sx;- 1, encontre fo g€ g o f € defina seus dominios.

Resp. fo g(x) = gof(x) = x paratodoxe€R.
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A renda (em délares) da venda de x unidades de um determinado produto € dada pela fung¢do R(x) = 60x — x*/100.
O custo (em d6lares) para a producao de x unidades € dado pela fungdo C(x) = 15x + 40.000. Encontre o valor do lu-
cro na venda de x unidades.

Resp. P(x) = —x*/100 + 45x — 40.000

No problema anterior, suponha que a demanda x e o prego p (em ddlares) para o produto estio relacionados pela fun-
¢dox = f(p) = 5.000 — 50p 0 = p = 100. Escreva o lucro como uma fun¢do da demanda p.

Resp. F(p) = —(5.000— 50p)*/100 + 45(5.000— 50p) — 40.000

No problema anterior, encontre o preco que levaria ao lucro maximo e determine também o valor desse lucro maximo.

Resp. O prego de $55 levaria ao lucro médximo de $10.625.
Um cabo com 300 pés de extensio, originalmente com 5 polegadas de didmetro, € submerso em dgua do mar. Devido

A corrosdo, a drea da superficie do cabo diminui 2 taxa de 1.250 polegada®/ano. Expresse o didmetro d do cabo como
uma fung¢@o do tempo # (em anos).

Resp.d =5 — %polegadas.

Prove que toda funcédo decrescente € injetora em seu dominio.

Uma funcao € periddica se existe algum niimero real p ndo nulo, chamado de periodo, tal que fix + p) = f(x) para todo
x no dominio da funcdo. Mostre que nenhuma fungéo periddica € injetora.

Mostre que os grificos de f ~! e fsdo reflexos um do outro em relacio a reta y = x, verificando o que se segue: (a) Se
P(u,v) esté no grifico de f, entdo, Q(v,u) estd no gréfico de f ~ L. (b) O ponto médio do segmento de reta PQ estd na
retay = x. (¢) A reta PQ é perpendicular aretay = x.

As fungdes seguintes sdo injetoras. Encontre as func¢des inversas de cada uma.

(@) f() =5~ 10x b) fo) = 2 @ f@ = 23
@ f) =2~ © f)=VI—20=x=3 ()f=3- V-2

Resp. (@) /7100 = 2155 ) [0 = 25 O f0 = @ S0 = V2

@ @ =VI-—x20=x=3 O oO=C3—-x+2,x=3

As fungdes a seguir sdo bijetoras. Encontre a fungfo inversa para cada uma delas:

@ f@=2+Vd—2 0=x=2 B fo=2+Vd—2 —2=x=0
©) fx) =2 — V4 - 0=x=2 d fx)=2—- V4 —-x2 —2=x=0
Resp. (a) f~'(x) = Vidx — x? 2=x=4 (b) f7'x) = —Vix — x* 2=x=4

© fFiw=Vix—x 0=x=2 @ f'W=-Vax—2 0=x=2



Capitulo 14

Funcoes Polinomiais

DEFINICAO DE FUNGCAO POLINOMIAL

Uma funcdo polinomial € qualquer fun¢do especificada por uma regra que pode ser escrita como fox — a x" +
a,_ X"~ '+ ...+ ax+ a,sendoa,# 0.n é o grau da fun¢io polinomial. O dominio de uma fungio polino-

mial, a ndo ser que seja especificado o contrario, € R.

FUNCOES POLINOMIAIS ESPECIAIS

Tipos especiais de fungdes polinomiais ja foram discutidos:

Grau Equacéo Nome Grdfico

n=20 fx) = a, Fungao constante Reta horizontal

n=1 fx)=ax+a, Funcdo linear Reta com coeficiente angular a,
n=2 f=ax®+ax+a, Fungdo quadratica Pardbola

FUNCOES DE POTENCIA INTEIRA

Se ftem grau n e todos os coeficientes, exceto a,, sdo zero, entdo f (x) = ax”, onde a = a, # 0. Logo,sen = 1,0
grafico da funcdo € uma reta que passa pela origem. Se n = 2, o grafico da fungdo € uma parabola com vértice na
origem. Se n € um inteiro impar, a fung¢do € impar. Se n € um inteiro par, a funcéo € par.

Exemplo 14.1 TFaca os grificos de (a) f(x) = x%; (b) f (x) = x%; (¢) f (x) = x".
(a) Figura 14-1; (b) Fig. 14-2; (c) Fig. 14-3.



Figura 14-1
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Exemplo 14.2 TFagca os grificos de (a) £ (x) = x* (b) f (x) = x°(¢) f (x) = x5,

(a) Figura 14-4; (b) Fig. 14-5 (¢) Fig. 14-6

y
7

(93]

w

[

Figura 14-4

ZEROS DE POLINOMIOS

Se fic) = 0, ¢ € dito um zero do polindmio f{x).

DIVISAO DE POLINOMIOS

y y

7 7

5 5

3 3

1 1

x x
1 - 1

-1

-3

-5

-7

Figura 14-2 Figura 14-3
y y

7 7

5 5

3 3

1 1

x x
-1 1 -1 1
-1 -1
-3 -3
-5 -5
-7 -7
Figura 14-5 Figura 14-6

Se um polinémio g(x) € um fator de outro polindmio f(x), entdo, f(x) € dito ser divisivel por g(x). Desse modo,
x3 — 1 é divisivel por ambos, x — 1 ex? + x + 1. Se um polinémio nio € divisivel por outro, € possivel aplicar a
técnica de divisdo longa para encontrar um quociente e um resto, como nos seguintes exemplos:

Exemplo 14.3 Encontre o quociente e o resto para (2x* — x> — 2) / (x> + 2x — 1).
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Arrange o dividendo e o divisor em poténcias decrescentes da varidvel. Insira termos com coeficientes zero e use o
procedimento da divisdo longa.

22 — 4x + 9 Divida o primeiro termo do dividendo pelo primeiro termo do
22— 1 [ 2+ 08— 2+ 0x—2  divisor
24 + 483 — 247 Multiplique o divisor por 2x?; subtraia
4 + X2+ 0x Desca o préximo termo; repita o processo de divisdo
—4x° — 8x* + 4x Multiplique o divisor por —4x; subtraia
Ox?> — 4x — 2 Desca o préximo termo; repita o processo de divisdo

9x* + 18x — 9 Multiplique o divisor por 9; subtraia
- 22x+7 O resto; o grau € menor que o grau do divisor

O quociente & 2x*> — 4x + 9 e o resto é —22x + 7. Assim,

2 —x2 =2 ) —22x + 7
Xy Py ENE . S S A
P R v

ALGORITMO DE DIVISAO PARA POLINOMIOS
Se f{x) e g(x) sdo polindmios, com g(x) # 0, entdo existem polindmios inicos g(x) e r(x) tais que,

_ fo) )
F(@) = g)gx) + rix) e o5 = 40 + 05

Ou r(x) = 0 (fix) € divisivel por g(x)), ou o grau de r(x) € menor que o grau de g(x). Portanto, se o grau de g(x) € 1,
o grau de r(x) € 0, e o resto € um polindmio constante r.

Exemplo 14.4 Encontre o quociente e o resto para (x> — 5x>+ 7x — 9) / (x — 4).

Use o procedimento da divisdo longa.

X — x+ 3 Divida o primeiro termo do dividendo pelo primeiro
x—4|xX =52+ Tx— 9 termo do divisor
X — 4% Multiplique o divisor por x%; subtraia
—x> + TIx Desca o préximo termo; repita o processo de divisdo
—x* + 4x Multiplique o divisor por —x; subtraia
3x — 9 Desca o préximo termo; repita o processo de divisdo
3x —12 Multiplique o divisor por 3; subtraia
3 O resto; o grau € menor que o grau do divisor

O quociente é x2— x + 3 e oresto € a constante 3. Assim,

¥©=52+7x-9 3
Y — 4 —x—x+3+x_4

DIVISAO SINTETICA

A divisdo de um polindmio f{x) por um polindmio da forma x — ¢ é conseguida eficientemente pelo procedimento
da divisao sintética. Organize os coeficientes do dividendo f{x) em ordem decrescente na primeira linha de um ar-
ranjo de trés linhas.

l... ala()

c|a.a

n n—
A terceira linha € formada trazendo para baixo o primeiro coeficiente de f(x), em seguida, sucessivamente
multiplicando cada coeficiente na terceira linha por ¢, colocando o resultado na segunda linha, somando o
mesmo ao coeficiente correspondente na primeira linha e colocando o resultado na préxima posi¢ao na tercei-
ra linha.
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Clan an*l al aO
ca cb ch ., cb
n 1 n—2 n—l1

a, b, bn_1 r

O ultimo coeficiente na terceira linha € o resto constante; os outros coeficientes sdo os do quociente, em ordem
decrescente.

Exemplo 14.5 Use a divisdo sintética para encontrar o quociente e o resto no exemplo anterior.

Nesse caso, ¢ = 4. Arrange os coeficientes de x> — 5x> + 7x — 9 na primeira de uma disposi¢io de trés linhas;
traga para baixo o primeiro coeficiente, 1, multiplique por 4, coloque o resultado na segunda linha, some —5 e
coloque o resultado na terceira linha. Continue até o dltimo coeficiente do arranjo.

4/ 1 =5 7 -9
4 -4 12
1 -1 3 3

Como anteriormente, o quociente € x> — x + 3 e o resto € 3.

TEOREMA DO RESTO
Quando o polindmio f{x) € dividido por x—c, o resto € f{c).

Exemplo 14.6 Verifique o teorema do resto para o polindmio f (x) = x> — 5x% + 7x — 9 dividido por x — 4.
Calcule f(4) = 43 —5.42 + 7.4 — 9 =3, Nadivisdo, o resto ja foi mostrado como sendo 3; assim, a conclusio
do teorema se verifica.*

TEOREMA DO FATOR

Um polindmio f(x) tem fator x — ¢ se, e somente se, f(c) = 0. Assim, x — ¢ € um fator de um polindmio se, e so-
mente se, ¢ € um zero do polindmio.

Exemplo 14.7 Use o teorema do fator para verificar que x + 2 é um fator de x° + 32.
Sejaf(x) = x> + 32; entdo, f(—2) = (—2)° + 32 = 0; logo, x—(—2) = x + 2 é um fator de f(x).

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Todo polindémio de grau positivo com coeficientes complexos admite pelo menos um zero complexo.

COROLARIOS DO TEOREMA FUNDAMENTAL

1. Todo polindmio de grau n positivo tem uma fatoracdo da forma
Px)y=a, (x —rp)x—ry)---(x—r)

onde os r, ndo sdo necessariamente distintos. Se na fatoragdo x — r, ocorre m vezes, r; ¢ chamado um zero de mul-
tiplicidade m. Contudo, ndo € necessariamente possivel encontrar a fatoracao usando métodos algébricos exatos.

2. Um polinémio de grau n admite, no maximo, n zeros complexos. Se um zero de multiplicidade m é contado
como m zeros, entdo um polindmio de grau n tem exatamente n zeros.

* N. de T.: Tal exemplo ndo prova o teorema, apenas ilustra o seu uso.
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DEMAIS TEOREMAS SOBRE ZEROS

Demais teoremas sobre zeros de polindmios:

1. Se P(x) € um polindmio com coeficientes reais, e se z ¢ um zero complexo de P(x), entdo o complexo conjuga-

do z é também um zero de P(x). Ou seja, zeros complexos de polindmios com coeficientes reais ocorrem em
pares de complexos conjugados.

Qualquer polindmio de grau n > 0 com coeficientes reais admite uma fatoragdo completa usando fatores linea-
res e quadraticos, multiplicados pelo primeiro coeficiente do polindmio. No entanto, ndo € necessariamente
possivel encontrar a fatoragdo usando métodos algébricos exatos.

. Se P(x) =ax"+a, x"" '+ ..+ ax + a,éum polindmio com coeficientes inteiros e r = p/q é um zero

racional de P(x) com numerador e denominador ndo fatordveis simultaneamente, entdo p deve ser um fator do
termo constante a, e g deve ser um fator do primeiro coeficiente a,.

Exemplo 14.8 Encontre um polindmio de menor grau com coeficientes reais e zeros 2 e 1 — 3i.

Pelo teorema do fator, ¢ € um zero de um polindmio somente se x — ¢ é um fator. Pelo teorema sobre zeros de po-
lindmios com coeficientes reais, se 1 — 3i € um zero deste polindmio, entdo, também € 1 + 3i. Logo, o polindmio
pode ser escrito como

P(x) =a(x — 2)[x — (1 — 3)][x — (1 + 31)]

Simplificando, tem-se

P(x)

alx — 2)[(x — 1) + 3i][(x — 1) — 3i]

a(x — 2)[(x — 1)* = (3i)?]
a(x — 2)(x* — 2x + 10)

a(x® — 4x* + 14x — 20)

Exemplo 14.9 Liste os possiveis racionais que sdo zeros de 3x*> + 5x — 8.

De acordo com o teorema sobre zeros racionais de polindmios com coeficientes inteiros, os possiveis zeros racio-
nais sdo:

Fatoresde -8 _ *1. 22, £4, 28 _ +1,+2, +4, +8, += i%, i%, i%

1
Fatores de 3 *1,£3 ’ TR

Observe que os verdadeiros zeros sdo 1 e —%.

TEOREMAS USADOS PARA LOCALIZAR ZEROS

Teoremas usados para localizar zeros de polindmios:

1.

Teorema do valor médio: Dado um polinémio f(x) com a < b, se f (a) # f (b), entdo, f(x) assume todos os
valores c entre f(a) e f(b) no intervalo (a,b).

. Corolario: Para um polinémio f(x), se f(a) e f(b) tém sinais opostos, entdo, f(x) admite a0 menos um zero

entre a e b.

. Regra de sinais de Descartes: Se f(x) € um polindmio com termos arranjados em ordem decrescente, entdo

o nimero de zeros reais positivos de f(x) € igual ao niimero de mudancas de sinais entre termos sucessivos de
f(x), ou menor que este niimero, por uma diferenga par. O nimero de zeros reais negativos de f(x) € encontrado
aplicando esta regra a f{—x).

. Se a terceira linha de uma divisdo sintética de f(x) por x — r € toda positiva para algum r > 0, entdo r é uma

cota superior para os zeros de f(x); ou seja, ndo ha zeros maiores que r. Se os termos na terceira linha de uma
divisdo sintética de f(x) por x — r alternam em sinal para algum r < 0, entdo r € uma cota inferior para os zeros
de f(x); ou seja, ndao hd zeros menores que r. (0 pode ser considerado como positivo ou negativo para o propo-
sito deste teorema.)
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RESOLVENDO EQUAGCOES POLINOMIAIS

Resolvendo equagdes polinomiais e fazendo gréficos de polindmios:
As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. ¢ é um zero de P(x).

2. ¢ é uma solugdo da equacdo P(x) = 0.

3. x — ¢ € um fator de P(x).

4. Para creal, o grifico de y = P(x) tem um intercepto x em c.

FAZENDO O GRAFICO DE UMA FUNCAO POLINOMIAL

O gréfico de uma fungdo polinomial na qual todos os fatores podem ser encontrados pode ser feito como segue:

Escreva o polindmio na forma fatorada.

Determine o comportamento de sinal do polindmio a partir dos sinais dos fatores.
Marque os interceptos x do polindmio no eixo x.

Se necessario, faca uma tabela de valores.

A

Esboce o gréfico do polindmio como uma curva suave.

Exemplo 14.10 Esboce um grifico de y = 2x(x — 3)(x + 2).

O polindmio jd estd na forma fatorada. Use os métodos do Capitulo 6 para obter o quadro de sinais mostrado na
Fig. 14-7.

Sinal de x - - + +
Sinal dex -3 - - - +
Sinal de x + 2 - + + +
Sinal do resultado — + - +
i | | l | L1 1 1 | L1 L |
—r—TtTTTTTTTT1T1T>
~2 0 3
Figura 14-7

O gréfico tem interceptos x —2, 0 e 3 e estd abaixo do eixo x nos intervalos (— —2) e (0,3) e acima do eixo x nos
intervalos (—2,0) e (3,%). Faga uma tabela de valores, como mostrado, e esboce o grafico como uma curva suave
(Fig. 14-8).
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Figura 14-8
Problemas Resolvidos

14.1 Prove o teorema do resto.
Pelo algoritmo da divisdo, hd polindmios g(x) e r(x), tais que fix) = g(x)(x — ¢) + r(x). Como o grau de r(x) € menor que
o grau de x — ¢, ou seja, menor que 1, o grau de r(x) deve ser zero. Logo, r(x) € uma constante denotada por r. Assim,
para todo x,

f@) =g —c) +r
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Em particular, faca x = c. Entdo, fic) = g(c)(c — ¢) + r, ou seja, f(c) = r. Assim,

fx) =g —¢) + f(o)

Em outras palavras, o resto quando f{x) € dividido por ¢ é f(c).

14.2 Encontre o quociente e o resto quando 2x> + 3x> — 13x + 5 ¢ dividido por 2x — 3. Use o procedimento da
divisao longa:

x>+ 3x —2 Divida o primeiro termo do dividendo pelo primeiro termo do
2¢ = 3[28% + 32 — 13x + 5 divisor
23 — 3x7 Multiplique o divisor por x?; subtraia
2 _ . . R
6x2 13x Desca o préximo termo; repita o processo de divisao
6x* — 9x Lo . .
x4 5 Multiplique o divisor por 3x; subtraia
4x + 6 Desca o proximo termo; repita o processo de divisdo

-1 Multiplique o divisor por —2; subtraia
O resto; o grau € menor que o grau do divisor

O quociente é x*> + 3x — 2 e o resto & —1.

14.3 Encontre o quociente e o resto quando 3x> — 7x3 + 5x? + 6x — 6 ¢ dividido por x> — x + 2.

Use o procedimento da divisdo longa:

3x2 -4 Divida o primeiro termo do dividendo pelo primeiro termo do
B-x+2[35 - T +52+6x—6 divisor
3 =30+ 6 Multiplique o divisor por 3x%; subtraia
—4x3 — ¥ +6x—6

Desca o préximo termo; repita o processo de divisao
—4x3 +4x — 8
x>+ 2x+2

Multiplique o divisor por —4; subtraia
O resto; o grau € menor que o grau do divisor

O quociente 63x> — 4eorestoé — x>+ 2x + 2.

14.4 Encontre o quociente e o resto quando 2x> + 5x> — 10x + 9 & dividido por x + 2.

Use o procedimento da divisdo sintética. Observe que ao dividir por x — ¢, o coeficiente ¢ € colocado no canto esquerdo
superior e usado para multiplicar os nimeros gerados na terceira linha. Na divisao por x+2, ou seja, x—(—2), use ¢ = —2.

-2 2 5-10 9
—4 -2 24
2 1 —12 33

O quociente é2x* + x — 12 e o resto é 33.

14.5 Encontre o quociente e o resto quando — 3 + 10* + 15> + 18t — 6 & dividido por t — 4.
Use o procedimento para divisdo sintética por t — ¢, com ¢ = 4. Introduza um zero para o coeficiente que estd faltando

para .

4 -3 10 0o 15 18 -6
—12 -8 —32 —68 —200
-3 -2 -8 —17 —50 —206

O quociente é — 3r* — 213 — 82 — 17t — 50 e o resto é —206.

14.6 Encontre o quociente e o resto quando 2x* — 5x> + 6x — 3 € dividido por x — %

. e 1
Use o procedimento para divisdo sintética por x — ¢, comc = ;.

2 -5 6 -3
1 -2 2
2 -4 4 -1
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O quociente é 2x> — 4x + 4 e o resto 6 —1.

. P NYT 2
Encontre o quociente e o resto quando 3x* + 8x3 — x? + 7x +2 & dividido por x + 3.
Use o procedimento para divisdo sintética por x—c, com ¢ = -3
-3 38 -1 7 2
10 62

2 -4

3
31 44
36 -5 ¥ -4

O quociente é 3x® + 6x2 — 5x + 3 e 0 resto ¢ —%.

Demonstre o teorema do fator.

Pelo teorema do resto, quando f(x) € dividido por x — ¢, o resto € f(c).

Assuma que ¢ é um zero de f{x); entdo, f(c) = 0. Portanto, f{x) = g(x)(x — ¢) + flc) = g(x)(x — ¢), ou seja, x — ¢ € um
fator de f{x).

Reciprocamente, assuma que x — ¢ € um fator de f(x); ento, o resto, quando f(x) € dividido por x — ¢, deve ser zero.
Pelo teorema do resto, este resto € f(c); logo, f(c) = 0.

Mostre que x — a € um fator de x* — a”" para todos os inteiros n.

Seja f(x) = x* — d" entio, f (a) = a" — a" = 0. Pelo teorema do fator, como a é um zero de f(x), x — a é um fator.

Use a férmula quadrdtica e o teorema do fator para fatorar (a) x> — 12x + 3; (b) x> — 4x + 13.

(a) Os zeros de x> — 12x + 3, ou seja, as solucdes de X2 — 12x + 3 = 0, sfio obtidas a partir da férmula quadritica.

Fazendoa =1,b = —12ec¢ = 3, tem-se
—(—12) = V(—12)2 — 413 + \/
‘= (—12) 2((1)) ()():12_2 132:61\/§

Como os zeros sao 6 = V33, os fatores sdiox — (6 + V33)ex — (6 — V33). Assim,

2= 12x+3=[x— 6+ V33)x — (6 — V33ou[x — 6) — V33][(x — 6) + V/33]

(b) Procedendo como em (a), use a férmula quadraticacoma = 1, b = —4 e ¢ = 13 para obter
_—CHE VA 403 4= V36
x = 20 = > =2=*3

Como os zeros sdo 2 * 3i, os fatores sdao x — (2 + 3i) e x — (2 — 3i). Assim,
X2 —4dx 4+ 13 =[x — 2 + 3)][x — (2 — 3D)]ou[(x — 2) — 3i][(x — 2) + 3i]

Escreva o polindmio P(x) = x* — 7x*> + 13x> + 3x — 18 como um produto entre fatores de primeiro grau,
sabendo-se que 3 € um zero de multiplicidade 2.

Como 3 € um zero de multiplicidade 2, hd um polindmio g(x) tal que P(x) = (x — 3)2g(x). Para encontrar g(x), use duas
vezes o procedimento para divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = 3:

3 1 -7 13 3 18
3 —12 3 18
31 -4 1 6 0
3 -3 -6
1 -1 -2 0

Assim,

Px) = (x = 3)(x = 3)(x> —x — 2)
=0 —3)x—3Hx —2)x + 1)
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14.12

14.13

14.14

14.15

14.16

Escreva o polindmio P(x) = 2x* + 2x> — 40x — 100 como um produto entre fatores de primeiro grau,
sabendo-se que —3 — i é um zero. Encontre todos os zeros de P(x).

Como P(x) tem coeficientes reais e —3 — i é um zero, —3+i também € um zero. Portanto, existe um polindmio g(x)
com P(x) = [x—(—3—1)][x—(—3+i)]g(x). Para encontrar g(x), use o procedimento para divisao sintética por x — ¢ com
¢ = —3 —iec= —3+iuma vez apds a outra.

-3-il 2 2 —40 —100
—6-2i 10+ 10i 100
34 2 —4 -2 =30 +10i 0
-6 +2i 30— 10i
2 -10 0

Assim,

Px)=[x—(—3—Dllx— (—3+)]2x — 10)

e os zeros de P(x)sdo —3 = ie 5.

Encontre um polindmio P(x) de menor grau com coeficientes reais tal que 4 € um zero de multiplicidade 3,
—2 é um zero de multiplicidade 2, 0 € um zero e 5 + 2i € um zero.

Como P(x) tem coeficientes reais e 5 + 2i € um zero, 5 — 2i também € um zero. Assim, escreva
P(x) = a(x — 4)[x — (=2)12(x — O)[x — (5 + 2)][x — (5 — 20)]

a(x — 43 + 2)x[(x — 5) — 2i][(x — 5) + 2i]

a(x — 4)3(x + 2)2x(x2 — 10x + 29)

Aqui a pode ser qualquer niimero real, exceto 0.

23

Encontre um polindmio P(x) de menor grau, com coeficientes inteiros, tal que 3, §

ofe=3)=3)l- ()
a(3x3— 2)<4x4— 3><2x2+ 1)
_ 24b(3x3— 2>(4x4— 3)(2x; 1)

=b(GBx — 2)(4x — 3)2x + 1)

e —1 sejam Zzeros.

Escreva:

P(x)

Aqui b pode ser qualquer inteiro.

Mostre que f(x) = x> — 5 tem um zero entre 1 e 2.

Como f(1) = P-5=-4 ef(2) =23 — 5 =3, f(1) e f(2) tém sinais opostos. Logo, o polindmio admite pelo menos
um zero entre 1 e 2.

Mostre que f(x) = 2x* 4+ 3x3 + x> — 2x — 8tem um zero entre —2 ¢ —1.
Use o procedimento para divisdo sintéticacomc¢ = —2ec = —1.
-2/ 231 -2 -8 -1 23 1 -2 -8
-4 2 -6 16 -2 -1 0 2
2—-1 3 -8 8 2 1 0 -2 -6
Como f(—2)=8ef(—1) = —6,f(—2)ef(—1) t€m sinais opostos. Logo, o polindmio tem ao menos um zero entre

—2e—1.
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Use a regra de sinais de Descartes para analisar as possiveis combinagdes de zeros positivos, negativos e
imagindrios para f (x) = x> — 3x> + 2x + &

Os coeficientes de f (x) exibem duas mudancas de sinal. Assim, poderia haver dois ou nenhum zero real positivo em f.
Para determinar o possivel nimero de zeros negativos, considere f{—x).

F0)=(—xP=3(—x)>+2(—x) + 8= —x>— 3> —2x + 8

Os coeficientes de f{—x) exibem uma mudanca de sinal. Logo, deve haver um zero real negativo para f. Como ha trés
ou um zero real, pode haver nenhum ou dois zeros imagindrios.
A tabela indica as possiveis combinagdes de zeros:

Positivo Negativo Imaginario
2 1 0
0 1 2

Use a regra de sinais de Descartes para analisar as possiveis combinacdes de zeros positivos, negativos e
imagindrios em £ (x) = —2x° 4+ 3x% — 3x® + 5x> — 6x + 9.

Os coeficientes de f{x) exibem cinco mudancas de sinal. Assim, poderia haver cinco ou trés zeros reais positivos em f
ou um zero real positivo.

Para determinar o possivel nimero de zeros negativos, considere f{ —x).

F(=x) = =2(=0° + 3(—x)° — 3(—x)° + 5(—x — 6(—x) + 9

= —2x6 —3x5+3x3 +5x2+6x+9

Os coeficientes de f{—x) exibem uma mudanca de sinal. Logo, deve haver um zero real negativo para f. Como ha seis,
quatro ou dois zeros reais, pode haver nenhum, dois ou quatro zeros imaginarios.
A tabela indica as possiveis combinagdes de zeros:

Positivo Negativo Imaginario
5 1 0
3 1 2
1 1 4

Use a regra de sinais de Descartes para mostrar que f (x) = x*> + 7 ndo tem zeros reais positivos e deve ter
um zero real negativo.

Como f(x) ndo exibe mudanca alguma de sinal, ndo pode haver qualquer zero real positivo. Para calcular o possivel
ntimero de zeros negativos, considere f{—x).

fED=(xP+7=-+7

Os coeficientes de f{—x) exibem uma mudanga de sinal. Logo, deve haver um zero real negativo em f.

Use a regra de sinais de Descartes para mostrar que f(x) = x* + 2x* + 1 nfio tem zeros reais.
Como f(x) ndo exibe mudanca de sinal, ndo pode haver qualquer zero real positivo. Para calcular o possivel nimero de
zeros negativos, considere f{—x).

F0)=(0*+2(=x?+1=x*+22+1

Como f({—x) ndo exibe mudanca de sinal, ndo deve haver qualquer zero real negativo em f. Uma vez que O ndo € um
zero, ndo hd zero real em f{x).

Encontre o menor inteiro positivo e 0 maior inteiro negativo que sao, respectivamente, cotas superior e in-
ferior para os zeros de f (x) = x*> + 2x> — 3x — 5.

Use o procedimento de divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = inteiros positivos sucessivos (¢ mostrada somente a tltima
linha na divisdo sintética).
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1 2 -3 -5
11 3 0 -5
2 |1 4 5 5

Como a dltima linha na divisdo sintética por x — 2 € toda positiva e a tltima linha na divis@o sintética por x — 1 ndo é,
2 € o menor inteiro positivo que € uma cota superior para os zeros de f.

Use o procedimento de divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = inteiros negativos sucessivos (€ mostrada somente a ultima
linha na divisao sintética).

1 2 -3 -5
-1 1 1 —4 -1
-2 1 0 -3 1
-3 I -1 0 -5

Como a tltima linha na divisdo sintética por x + 3 alterna sinal (lembre que 0 pode ser considerado como positivo ou
negativo neste contexto) e a ultima linha na divisao sintética por x + 2 ndo alterna, —3 € o maior inteiro negativo que ¢
uma cota superior para os zeros de f.

Use o corolario do teorema do valor médio para localizar, entre inteiros sucessivos, os zeros de f no proble-
ma anterior.

A partir das divisdes sintéticas levadas a cabo no problema acima, como f(1) e f(2) tém sinais opostos, hd um zero de f
entre 1 e 2. Analogamente, como f{—1) e f{(—2) t€m sinais opostos, hd um zero de fentre —1 e —2. Finalmente, como
f(—2) e f{—3) t&€m sinais opostos, hd um zero de fentre —2 e —3.

Use o corolario do teorema do valor médio para localizar, entre inteiros sucessivos, os zeros de f(x) = X —
3x3 — 6x2 + 33x — 35.

Use o procedimento para divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = inteiros positivos sucessivos, em seguida 0 e, entdo, intei-
ros negativos sucessivos (¢ mostrada apenas a tltima linha na divisdo sintética).

1 -3 —6 33 -35
1 1 -2 -8 25 —-10
2 1 -1 -8 17 -1
3 1 0 —6 15 10
4 1 1 -2 25 65
5 1 2 4 53 230
0 1 -3 —6 33 -35
-1 1 —4 -2 35 =70
-2 |1 =5 4 25 —85
-3 |1 —6 12 -3 —26
-4 |1 -7 22 —55 185

Como f(2) e f(3) tém sinais opostos, hd um zero de fentre 2 e 3. Nenhum outro zero real positivo pode ser isolado dos
dados na tabela (5 € uma cota superior para os zeros reais positivos).

Uma vez que f(—3) e f (—4) t€m sinais opostos, hd um zero de fentre —3 e —4. Nenhum outro zero pode ser iso-
lado dos zeros dados na tabela (—4 ¢ uma cota inferior para os zeros reais negativos).

14.24 Faca uma lista dos possiveis zeros racionais de x> — 5x> + 7x — 12.

Do teorema sobre zeros racionais de polindmios com coeficientes inteiros, os possiveis zeros racionais sao:

Fatores de —12 _ *1, £2, £3, =4, =6, =12 _

Fatoresde 1 +1

*1, £2, £3,+4, 6, *12
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14.25 Liste os possiveis zeros racionais de 4x> + 5x> + 7x — 18.
Do teorema sobre zeros racionais de polindmios com coeficientes inteiros, os possiveis zeros racionais sao:

Fatores de —18 _ il, iZ, i3, i6, ig, +18 .

= = +].+2. +3.+6 +9_ + + +
Fatores de 4 +1,*2, *+4 *1,£2, 23,2629, 218, = -

o, 5, E E

s

2
2

slo

1.3 1.3
27 2? 47 4?

14.26 Encontre todos os zeros de f (x) = x> + 3x> — 10x — 24.

Da regra de sinais de Descartes, as seguintes combinagdes de zeros positivos, negativos e imagindrios sao possiveis.

Positivo Negativo Imaginario
1 2 0
1 0 2

Do teorema sobre zeros racionais de polindmios com coeficientes inteiros, os possiveis zeros racionais sdo *1, *2,
*3, £4, £6, £8, £12, =24,

Use o procedimento para divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = inteiros positivos sucessivos desta lista (¢ mostrada ape-
nas a dltima linha na divisao sintética).

1 3 -10 —24
11 4 -6 —30
2 |1 5 0 —24
311 6 8 0

Assim, 3 € um zero e o polindmio pode ser fatorado como:
f@) =x—3)>+6x+8)
=x=-3)«x+t2)x+4

Logo, os zeros sdo 3, —2 e —4.

14.27 Encontre todos os zeros de f (x) = 3x* + 16x> + 20x*> — 9x — 18.

A partir da regra de sinais de Descartes, as seguintes combinagdes de zeros positivos, negativos e imagindrios sdo possiveis.

Positivo Negativo Imaginario
1 3 0
1 1 2

Do teorema sobre zeros racionais de polindmios com coeficientes inteiros, os possiveis zeros racionais sao

Fatoresde —18  *1, £2, £3, 6, 9, *18 1
Fatoresde3 *1, =3 = =1, %2, 23, =6, 29, =18, %3,

*

W[

Use o procedimento para divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = inteiros positivos sucessivos desta lista (¢ mostrada ape-
nas a ultima linha na divisao sintética).

‘3 16 20 —9  —18

1 ‘ 3 19 39 30 12
Como f(0) e f(1) t€m sinais contrarios, o zero positivo estd entre O e 1.
Agora use o procedimento para divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = inteiros negativos sucessivos da lista (¢ mostrada

apenas a ultima linha na divisao sintética).

3 16 20 -9 —18

—-1/3 13 7 —16 -2
-213 10 0 -9 0
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Assim, —2 € um zero e o polindmio pode ser fatorado como:

() = (x + 2)(3 + 1022 — 9)

L . s - . ~ Lo
Os possiveis zeros racionais do polindmio menor 3x> + 10x> — 9 que ndo foram eliminados sdo —3, —9 e =3. A divisio
sintética por x—c, com ¢ = —3, leva a (¢ mostrada apenas a tltima linha na divisdo sintética):

‘3 0 0 -9
303 1 -3 0

Assim, —3 € um zero e o polindmio pode ser fatorado como:
f) = (x+2)(x+3)3x*+x—3)
Os demais zeros podem ser encontrados resolvendo 3 +x—-3=0 pelo uso da férmula quadratica para obter

—ligv3lawmde—2e—&

14.28 Encontre todos os zeros de f (x) = 4x* — 4x3 — 7x% — 6x + 18.

Da regra de sinais de Descartes, as seguintes combinagdes de zeros positivos, negativos e imagindrios sao possiveis.

Positivo Negativo Imaginario
2 2 0
2 0 2
0 2 2
0 0 4

Do teorema sobre zeros racionais de polindmios com coeficientes inteiros, os possiveis zeros racionais sao
L 43 49 41 43 49

+1, £2, 3, £6, +9, +18, +1 +3 +2 41 +3 43

Use o procedimento para divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = inteiros positivos sucessivos desta lista (€ mostrada ape-

nas a ultima linha na divisao sintética).

4 -4 -1 -6 18
114 0 -7 -13 5
2 |4 4 1 -4 10
3 |4 8 17 45 153

3 € uma cota superior para os zeros positivos de f. Agora use o procedimento para a divisdo sintética por x — ¢, com ¢ =
nuimeros racionais positivos sucessivos desta lista (€ mostrada apenas a tltima linha na divisdo sintética).

4 -4 =7 -6 18
14 2 -8 -10 13
204 2 -4 12 0

Assim, % é um zero e o polindmio pode ser fatorado como:

fx) = (x — %)(4}(3 + 202 —4x — 12) = 2x — 32 + X2 — 2x — 6)
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O tnico zero racional possivel do polindmio menor 20 +x2—2x—6 que ndo foi eliminado de consideragdo € 5. A

3
3 z
divisdo sintética por x — ¢, com ¢ = 3 conduz a (€ mostrada apenas a dltima linha na divis@o sintética):

‘2 1 -2 -6

2 \ 4 4 0

Logo, % ¢ um zero duplo do polindmio original, o qual pode ser fatorado como:
f) = (2x — 3) (x - %) (22 + 4x + 4) = 2x — 3202 + 2x + 2)

Os demais zeros podem ser encontrados resolvendo x> + 2x + 2 = 0 pela férmula quadratica para obter — 1 = i, além
do zero duplo %

14.29 Esboce os graficos das seguintes fungdes polinomiais:
(@ fy=2x-9 ®) fo =+ D
(©) f)=—5(x+37+4 (d) f(x)=2x>+3x2— 10x — 24
() f(x)=3x*+16x°+2002—9x—18 () f(x) = 4x* — 4x3 — Tx2—6x + 18

(a) O graficode f(x) = 2% — 9 € 0 mesmo de 2y /
fx) = x> dilatado por um fator 2 em relagdo ao eixo y 5 1 1 5 X
e transladado para baixo 9 unidades (ver Fig. 14-9). -2
-4
-6
-8
-10
-12
-14
-16
Figura 14-9
(b) O gréficode f (x) = (x + 1)* é 0 mesmo de f (x) = x* 5,y
transladado uma unidade para a esquerda (ver Fig. 14-10).
4
3
2
1
X
~3 ~2 -1 1

Figura 14-10
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(¢) O gréficode f(x) = —%(x + 3)3 + 4 ¢ 0o mesmo
def(x) = x> deslocado 3 unidades para a esquerda,
contraido por um fator 2, refletido em relagdo ao
eixo y e deslocado para cima 4 unidades (ver Fig. 14-11).

N Wb oy

Figura 14-11

(d) No Problema 14-26 foi mostrado que f (x) = 432 — 10x —24 = (x — 3)(x + 2)(x + 4). Use os métodos do
Capitulo 6 para obter a tabela de sinais mostrada na Fig. 14-12.

Sinal dex -3 - - - +
Sinal de x + 2 - - + +
Sinal de x + 4 - + + +
Sinal do resultado — + — +
——t———t——t————
-4 -2 3

Figura 14-12

O gréfico tem interceptos x —4, —2 e 3 e estd abaixo do eixo x nos intervalos (— %, —4) e (—2, 3), e acima do
eixo x nos intervalos (—4, —2) e (3, ). Faca uma tabela de valores e esboce o grafico como uma curva suave.
Veja a Fig. 14-13 e sua tabela correspondente.

80y
x| 5| 4| 32| 60
yll—24] o] 6| of-12 40
20

TN
-4 -2 2 4
yll—24 |30 24| 0] 48 / \—zo.\_/
-40

Figura 14-13

. _ 2. . e -1+ \V/37
(e) No Problema 14-27 foi mostrado que f (x) = (x + 2)(x + 3)(3x* + x — 3). Também foi mostrado que — 6
sdo zeros do polindmio; logo, pelo teorema do fator, f(x) pode ser completamente fatorado como:

f(x)=(x+2)(x+3)<x— 3

-1+ V37 ) ( -1-\V37 )

3 X — 3
Para propésitos graficos, os zeros irracionais podem ser aproximados como 0,85 e —1,2. Uma tabela de sinais
mostra que o grafico tem interceptos x —3, —2, —1,2 e 0,85 e estd abaixo do eixo x nos intervalos (—3,—2) e (—1,
2,0,85), e acima do eixo x nos intervalos (—o, —3), (—2, —1,2) e (0,85, ). Fagca uma tabela de valores e esboce o
grafico como uma curva suave.

Veja a Fig. 14-14 e sua tabela correspondente.
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y

30

x{|4|-3}|-2]-1 0} 1 20
y[|8 | 0 0|-2]-18}12 10

T X
"7 > 1
10
-20

Figura 14-14

(f) No Problema 14-28 foi mostrado que f(x) = 2x — 3)2(x2 + 2x + 2). Desse modo o grifico do polindmio tem
um intercepto x em x = f% e estd acima do eixo x em todos os demais valores de x. Faga uma tabela de valores e
esboce o grafico como uma curva suave.

Veja Fig. 14-15 e sua tabela correspondente.

y
70
xi[-15]|-1]|-05| 0 60
50
y 45 | 25 20 | 18 40
x|l 05| 1] 15] 2 30
ylil 13| 5| ol1o 10\
X
-2 -1 1 2 3
Figura 14-15
Problemas Complementares
14.30 Encontre o quociente e o resto para o que se segue:
(@ G+ —8x+2)/(?—3x+1) b) @+ +33 = —x=3)/ (P +x+ 1)
(©) (P —=3x>+8x—7)/(2x — 5) d) = x*—83+x+2)/(x+3)

14.31

14.32

14.33

14.34

14.35

14.36

Resp. (a) Quociente: 5x2 4+ 15x + 41, resto: 100x — 39; (b) quociente: x> + 2x — 3, resto: 0;

(¢) quociente: 3x2 — jx + 3, resto: B:(d) quociente: x* — 3x* + 8x3 — 32x? + 96x — 287, resto: 863

Dadaf(x) = x* + 223 + 6x2 + 8x + 8, calcule: (a) £(—3); (b) £(2i); () f B—i); (d) f (— 1 +i).
Resp. (a) 65; (b) 0;(c) 144—192i; (d)O0.

Encontre um polindmio P(x) de menor grau, com coeficientes inteiros, tal que % e —3 — 2i sejam zeros.

Resp. P(x) = a(5x> + 27x* + 47x — 39), sendo a um inteiro qualquer.

Mostre que x+a é um fator de X" + @" para todo n {mpar.

Mostre que x+a é um fator de x"* — ¢" para todo n par.

Assumindo a validade do teorema fundamental da dlgebra, prove o primeiro coroldrio do mesmo.

Prove: se P(x) € um polindmio com coeficientes reais, e, se z ¢ um zero complexo de P(x), o complexo conjugado 7 é

igualmente um zero de P(x). (Sugestdo: Assuma que z sejaum zero de P(x) = ax" + a,_ x"— 1+ ...+ ax + aye
use os fatos de que a = aseaéreal,equez + w = 7 + we zw = zw para todos os nimeros complexos.)
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14.37

14.38

14.39

14.40

Localize os zeros de f (x) = 6x3 + 32x% + 41x + 12 entre inteiros sucessivos.

Resp. Os zeros estio nos intervalos (—4,—3), (—2,—1) e (—1,0).

Encontre todos os zeros para as fungdes polinomiais a seguir:
(@) 2x3 =5x> = 2x+2; (b)) *+2x3—2x>—6x—3; (c) x* — x> —3x> + 17x — 30;
d) x> +53+6x; (e) 38 —2x* — 9 + 6> — 12x + 8
Resp. (@) {51+V/3) (b)) {—1 (zero duplo), + V/3};  (¢) {2,-3,1%2i};
@ {0.+iV2.+iV3} (e) {x2.2.+i}

Resolva as equacdes polinomiais:
(@) ¥ —19x—30=0 (b) 4x3 + 40x = 2242 + 25
(©) ¥ = 5" — 43+ 3622+ 27x — 135 =0 (d) —12x* 78X +49x* +39x — 18 =0

Resp. (a) {—3,—2.,5); (b){%S zi i};(c) B-2%i) {243

Usando a informacao do problema anterior, trace os graficos de:

(a) f(x) =x>—19x — 30 (b) f(x) = 4x> — 22x> + 40x — 25

(©) f(x) = x> — 5x* — 483 + 36x* + 27x — 135 (d) f(x) = — 12x* — 8x> + 49x% + 39x — 18
Resp. (a) Fig. 14-16; (b) Fig. 14-17; (c¢) Fig. 14-18; (d) Fig. 14-19.

y
¥
60 /
40 X

20

—9/ —NQ 2 4 6
) -10

-40
-60
Figura 14-16 Figura 14-17
y y
-/ 50 /////'\\\
X
-2 -1 1 3 4 X
5o -2 S 1
-50
-100 -100
-150 -150
-200 -200
Figura 14-18 Figura 14-19
14.41 Uma caixa aberta € feita a partir de um pedacgo quadrado de cartolina com 20 centimetros de lado, removendo quadra-

dos de lado x e dobrando os lados. Encontre os possiveis valores de x se a caixa tiver um volume de 576 centimetros
cubicos. (Ver Fig. 14-20.)
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Figura 14-20

Resp. 4 centimetros, ou8 — V28 =~ 2.7 centimetros.

20-2x

20 -2x

14.42 Um silo estd para ser construido no formato de um cilindro circular reto com um topo hemisférico (ver Fig. 14-21). Se
a altura total do silo € 30 pés e o volume total € 1.0087 pés cibicos, determine o raio do cilindro.

Resp. 6 pés.

Figura 14-21




Funcoes Racionais

DEFINICAO DE FUNCAO RACIONAL

P(x) on
o)’
P(x) e Q(x) sao fungdes polinomiais. O dominio de uma fungdo Q(x) racional € o conjunto de todos os nimeros
reais para os quais Q(x) # 0. Normalmente, € assumido que a expressdo racional P(x)/Q(x) estd na forma de termos
de menor grau, ou seja, P(x) e Q(x) ndo tém fatores em comum (veja abaixo a andlise de casos nos quais tal hipo-
tese ndo € assumida).

Uma funcdo racional € qualquer fungdo que pode ser especificada por uma regra escrita como f (x) = de

2 x+ DHix—4)
Exemplo 15.1 f(x) = % gx) = xzx_ g ) = x(chforS) 2+ 4 35: 4

racionais. Os dominios sdo, respectivamente, para f, {x € Rlx # 0}, para g, {x € Rlx # =3}, para h, {x € Rlx #
0,2,—3} e para k, R (ja que o polindmio do denominador jamais € 0).

e k(x) = sdo exemplos de fungdes

GRAFICO DE UMA FUNCAO RACIONAL

O grafico de uma funcdo racional € analisado em termos da simetria, interceptos, assintotas e comportamento do
sinal da funcdo.

1. Se Q(x) ndo tem zeros reais, o grafico de P(x)/Q(x) € uma curva suave para todo real x.

2. Se Q(x) tem zeros reais, o grafico de P(x)/Q(x) consiste de curvas suaves em cada intervalo aberto que nio
inclui um zero. O gréfico tem assintotas verticais em cada zero de Q(x).

ASSINTOTAS VERTICAIS

A reta x = a é uma assintota vertical do grafico de uma funcéo f se, a medida que x se aproxima de a pelos valores
maiores ou menores que da, o valor da fungdo cresce acima de quaisquer valores, positivos ou negativos. Os casos
sdo mostrados na seguinte tabela, acompanhados com a notac¢do geralmente empregada.
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Notacao Significado Gréfico
li)m, fx) = = Enquanto x se aproxima de a pela esquer- y
X a
da, f (x) € positivo e cresce além de quais-
quer valores.
R, X
Figura 15-1
li)mﬁ flx) = —» Enquanto x se aproxima de a pela esquer- Yy
X a .
da, f (x) € negativo e decresce além de
quaisquer valores. \\ 1 *
Figura 15-2
l_i)m+ fx) = Enquanto x se aproxima de a pela direita,
X a
x) € positivo e cresce além de quaisquer
(x) € positi 1ém de quaisq
valores.
X
a
Figura 15-3
l_i)rrl+ f(x) = —% | Enquanto x se aproxima de a pela direita,
X a
x) € negativo e decresce além de
(x) € negativo e d 1ém d
quaisquer valores. x

_

Figura 15-4
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Exemplo 15.2 Explique por que a reta x = 2 é uma assintota vertical do grafico de f(x) = P

Considere os valores de y = f (x) préximos de x = 2, como mostrado na tabela:

x |1 1,9 1,99 1,999 3 12,1 12,01 |[2,001
y | =3 |—-30 | =300 [ —3000 |3 |30 |300 3000

Claramente, 2 medida que x se aproxima de 2 pela esquerda, f (x) € negativo e decresce além de quaisquer valores,
e a medida que x se aproxima de 2 pela direita, f (x) € positivo e cresce além de quaisquer valores, ou seja, lin21 f
. . z . . 7 x—=>2
(x) = —we 111121 f(x) = . Assim, x = 2 € uma assintota vertical do grafico.
x—2"

ASSINTOTAS HORIZONTAIS

A retay = a é uma assintota horizontal do grafico de uma fungdo f'se, a medida que x cresce indefinidamente para
valores positivos ou negativos, f{x) se aproxima do valor a. Os casos sdo mostrados na seguinte tabela, acompanha-

dos da notag@o geralmente usada.

Notacao Significado Gréfico

li_I)n fx) =a Enquanto x aumenta indefinidamente, y
fraure)

f(x) se aproxima do valor a. [Na figura,

f(x) < a para valores positivos grandes
de x.]
Figura 15-5

lim f(x) = a Enquanto x aumenta indefinidamente, y
x—>®© .
f(x) se aproxima do valor a. [Na figura,

f(x) > a para valores positivos grandes
de x.] N
—a

X
Figura 15-6
]—i>IPoc fx) =a Enquanto x diminui indefinidamente, f (x) )
! se aproxima do valor a. [Na figura, f (x) < a
para valores negativos grandes de x.]
N\ x

Figura 15-7
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Notacédo Significado Griéfico

Em fx) =a Enquanto x diminui indefinidamente, f (x) se y
oo

aproxima do valor a. [Na figura, f (x) > a para
valores negativos grandes de x.]

Figura 15-8

ENCONTRANDO ASSINTOTAS HORIZONTAIS
Seja

_P(x) ax"+ - tax+ta,
T = 00) T b "+ - b + b,

coma, #0eb, # 0.Logo,

1. Se n < m, o eixo x é uma assintota horizontal do grafico de f.

2. Sen=m,aretay = a,/ b, é uma assintota horizontal do grafico de f.

3. Se n > m, ndo existe assintota horizontal do grafico de f. Ao contrario, a medida que x - ® e x — —®, f(x) =
ouf(x) = —».

2x + 1
-5

Como o numerador e o denominador t&€m ambos grau 1, o quociente pode ser escrito como:

Exemplo 15.3 Encontre as assintotas horizontais, se houver, de f(x) =

1
2% + 1 -5 2+x
foy=F5— =557 = ——

=%

Para valores grandes, positivos ou negativos, de x, isso € muito préximo de 3, a razdo entre os primeiros coeficien-
tes; logo, f(x) — 2. A reta y = 2 é uma assintota horizontal.

ASSINTOTAS OBLIQUAS
Seja

P(x) ax"+ - +tax+a,
=060 " bx"+ - ¥bx+b
m 1 0

coma,# 0eb, # 0. Entdo, se n = m+1, f(x) pode ser reescrito usando a divisdo longa (ver Capitulo 14) na forma:

R(x)
o(x)

onde o grau de R(x) € menor que o grau de Q(x). Logo, sex = @ oux — —x, f(x) > ax + bearetay = ax+bé
uma assintota obliqua do grafico da fungao.

f&x)=ax+ b +

x4+ 1

Exemplo 15.4 Encontre a assintota obliqua do grifico da fungdo f(x) = FERT—
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Use o procedimento da divisdo longa para escrever f(x) =x — 1 +

3x — 1

——— . Logo, se x > ©@oux - —»,
xX24+x—-2 &

f(x) >x— learetay = x—1 é uma assintota obliqua do grifico da fungao.

ESBOCANDO O GRAFICO DE UMA FUNGAO RACIONAL

Para esbogar o grafico de uma fungdo racional y = f(x) =

1.

W

6.

P(x)

)

Calcule os interceptos x do grafico [os zeros reais de P(x)] e marque os pontos correspondentes. Encontre os
interceptos y [f(0), assumindo que 0 estd no dominio de f] e marque o ponto (0, f{0)). Analise a funcdo para
quaisquer simetrias em relacio aos eixos ou a origem.

Calcule os zeros reais de Q(x) e marque cada assintota vertical do grafico no esboco.
Encontre cada assintota horizontal ou obliqua do grafico e marque no esbogo.

. Determine se o grifico intercepta a assintota horizontal ou obliqua. Os grificosde y = fix) ey = ax + b se

interceptardo em solucdes reais de fix) = ax + b.

. Determine a partir de uma tabela de sinais, se necessario, os intervalos nos quais a fungdo € positiva e negativa.

Verifique o comportamento da fun¢do préximo das assintotas.
Esboce o grifico de fem cada uma das regides encontradas no passo 5.

Exemplo 15.5 Esboce o grifico da fungio fix) = —12/ x.

1. O grafico ndo tem interceptos x ou y. Como f(—x) = —f(x), a fungdo € impar e o grafico tem simetria em rela-
¢do a origem.
2. Jaque 0 € o tnico zero do denominador, o eixo y, x = 0, € a tinica assintota vertical.
3. Como o grau do denominador € maior que o grau do numerador, o eixo x, y = 0, € a assintota horizontal.
4. Uma vez que ndo hd solugdo para a equagdo —12/x= 0, o grafico ndo intercepta a assintota horizontal.
5. Se x € negativo, f{x) € positivo. Se x € positivo, f{x) € negativo. Logo, lim f(x) = ©e lim+f(x) = —omo,
. . x—=0" x—=0
6. Esboce o grifico (Fig. 15-9).
y
10
7
5
X
-4 -2 4
-25
-50
-75
-100
Figura 15-9
Problemas Resolvidos
15.1 Encontre as assintotas verticais dos graficos de:
_ X X __2x— 1 __3
(@) fx) = 2 _4 D) fx 244 () f [EpE— (@) f JEp—
(a) Como os zeros reais de x% — 4 sdo *2, as assintotas verticais sio x = *2.
(b) Como x% + 4 ndo tem zeros reais, ndo hd assintotas verticais.
(¢) Como os zeros reais de x> — x — 2 sd0 2 e —1, as assintotas verticais sio x =2 e x = —1

(d) Como o unico zero real de x> + 8 é —2, a tnica assintota vertical € x = —2.
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15.3

154

15.5
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2 _
Verifique as assintotas verticais do grafico de f(x) = %
2 —

A primeira vista, parece que o grifico tem assintotas verticais x = *1, ja que estes s@o zeros reais do polindmio no
denominador. No entanto, a expressdo da func¢do nao estd com seus termos em menor grau. De fato,

x(x — 1) X
TO=GFDa—n " x+1

sex # 1

Como a medida que x — 17 oux — 17, o valor da funcio ndo aumenta ou diminui indefinidamente, a reta x = 1 néo &
uma assintota vertical, € a Ginica assintota vertical é x = —1.

Determine as assintotas horizontais dos graficos de:

2 2 2
@ f0) = 55— B S0 = g © [0 = S @ = R

(a) Como o numerador e o denominador tém grau 2, o quociente pode ser escrito como

40 P+ 4_ 4
fO="5+"5"= 7

Para valores grandes, positivos ou negativos, de x, isso € muito préximo de %, a razdo entre os primeiros coeficientes;
assim, f (x) > x — 4. Aretay = 4 € uma assintota horizontal.

(b) Como o grau do numerador € maior que o grau do denominador, o grafico ndo tem assintota horizontal.
(c) Ja que o grau do numerador € menor que o grau do denominador, o eixo x, y = 0, € a assintota horizontal.

(d) Uma vez que o numerador e o denominador tém grau 2, o quociente pode ser escrito como

5 2

+2+ =

_3x2+5)c+2,4x2+1_3 X a2
J) = > T = I
o & 4+
X

.. . . L, . L. 3 - . . .
Para valores grandes, positivos ou negativos, de x, isso € muito proximo de 7, a razdo entre os primeiros coeficientes;
3 3 4 P .
logo, f(x) = 7. Aretay = ; € uma assintota horizontal.

Encontre as assintotas obliquas dos graficos de:

X x2—5x+3 203 — x

2 3
; T4 ©O/W=TnTsT @ fW=5T5 0

@ f) =7 B fo) =

X

(a) Use o procedimento da divisdo sintética para escrever f(x) = x — 4 +
—4earetay = x — 4 € uma assintota obliqua do gréfico da funcao.

6
.Logo, sex &> ©oux — —», f(x) —
x+4
(b) Ja que o grau do numerador ndo € igual a uma unidade a mais que o grau do denominador, o grafico ndo admite
uma assintota obliqua. No entanto, se o procedimento da divisao sintética € usado para escrever

—64

— 42 _
fx) = x 4x+16+x+4

entdo, se x — @ oux — —, f(x) > ¥ —4x+16.0 gréfico de f € dito, portanto, se aproximar assintoticamente da

curvay =x> — 4x + 16. "

%x — % + Tj'j' Logo, se x = % ou x — —®,

fx) — %x - %e aretay = %x - % ¢ uma assintota obliqua do gréfico da fungao.

(c) Use o procedimento da divisdo longa para escrever f(x) =

(d) Use o procedimento da divisdo longa para escrever f(x) = 2x — 4 + % Portanto, se x — % oux — —x,
f(x) > 2x —4earetay = 2x — 4 é uma assintota obliqua do grafico da fungéo.
Esboce um gréfico de f(x) = 4
& x+ 2

Aplique os passos listados acima para esbocar o grafico de uma fungdo racional.

Como f(0) = 2, o intercepto y € 2. Ja que f{x) nunca € 0, ndo hd intercepto x. O grafico ndo tem simetria em relagdo a
eixos ou a origem.

Comox + 2 = 0quando x = —2, essareta € a nica assintota vertical.
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Ja que o grau do denominador € maior que o grau do numerador, o eixo x € a assintota horizontal.

Uma vez que f (x) = 0 ndo admite solugdes, o grafico ndo cruza sua assintota horizontal.

Uma tabela de sinais mostra que os valores da fun¢do s@o negativos em (—%,—2) e positivos em (—2,%¢). Assim,
lim f(x) = —»e lim_ f(x) = .

x— =2 f( ) x~>72+f( )

O gréfico € mostrado na Fig. 15-10.

y
40
20
Bt X
-8 -6 -I\-2 2 4
-20
-40

Figura 15-10

15.6 Esboce um gréfico de f(x) = _%

O gréfico ndo tem interceptos x ou y. Como f'(—x) = f(x), a fungdo € par e o grafico tem simetria em relacdo ao eixo y.
Uma vez que =0 quando x = 0, o eixo y € a tinica assintota vertical.

J4 que o grau do denominador € maior que o grau do numerador, o eixo x € a assintota horizontal. Como f (x) = 0 nao
tem solucdo, o grafico nio corta sua assintota horizontal.

Uma vez que x” nunca é negativo, os valores da funcdo sdo negativos por todo o dominio. Assim, lirr(} flx) = —oe
. x—= 0"

lim f(x) = —ce.

x—0"

O gréfico € mostrado na Fig. 15-11.

y
x
4
-3
Figura 15-11
15.7 Esboce o grifico de f(x) = ﬁ i ;
Uma vez que f(0) = —%, o intercepto y é —%. Jaque f(x) = 0sex = —3, ointercepto x € —3. O grafico ndo tem simetria

em relagdo aos eixos ou a origem.
Como x — 2 = 0 quando x = 2, essa reta € a Unica assintota vertical.
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Como o numerador e o denominador t&ém ambos grau 1 e a razdo entre os primeiros coeficientes é 1.0u l,aretay =1

¢é a assintota horizontal.

Ja que f{x) = 1 ndo admite solugdo, o grafico ndo corta sua assintota horizontal.

Uma tabela de sinais mostra que os valores da func¢io sio positivos em (—,—3) e (2,%) e negativos em (—3,2). Logo,
1 = —w 1 =

xll»nzlf f(x) e xlin'} f(x) .

O gréfico € mostrado na Fig. 15-12.

20
15

-4 -2 N2 4 6 8
-5

-10
-15
-20

Figura 15-12

15.8 Esboce o grifico de f(x) = )6227164

Uma vez que f(0) = 0 e este € o Unico zero da fungdo, o intercepto x e o intercepto y sdo 0, ou seja, o grafico passa pela
origem. Ja que f (—x) = —f(x), a funcdo € impar e o grafico tem simetria com relag¢@o a origem.

Como x*>— 4 =0 quando x = *2, essas retas sdo assintotas verticais do grafico.

Como o grau do denominador € maior que o grau do numerador, o eixo x € a assintota horizontal. J4 que f (x) = 0 admite
a solugdo 0, o grafico cruza sua assintota horizontal na origem.

Uma tabela de sinais mostra que os valores da fungio sdo positivos em (—2,0) e (2,%0) e negativos em (—,—2) e (0,2).
Logo, XLHszf(x) = —we . ll)IEle(x) = oo, e também Xlinzl—f(x) = —we Xanzgf(x) = o,

O gréfico € mostrado na Fig. 15-13.

10

-10

Figura 15-13

—9,2
15.9 Esboce o grifico de f(x) = 2 2_x "
Uma vez que f(0) = 0, o intercepto x e o intercepto y sao ambos 0, ou seja, o grafico passa pela origem. Ja que f'(—x)
= f(x), a funcdo € par e o grafico tem simetria com relag@o ao eixo y.
Comox?>—4=0 quando x = *2, estas retas sio assintotas verticais do gréfico.
Como o numerador e o denominador tém grau 2 e a razdo entre os primeiros coeficientes € —%, ou—2,aretay = —2¢
a assintota horizontal.



@E» ———  Pre-CiLculo

Ja que f (x) = —2 ndo admite solucdo, o grifico ndo cruza sua assintota horizontal.
Uma tabela de sinais mostra que os valores da func@o sao positivos em (—2,2) e negativos em (—2, —2) e (2,%). Logo,
Jim () = —e lim f(x) = o, e também lim f(x) = e lim f(x) = —o=.

Além disso, como o comportamento proximo da assintota x = 2 mostra que os valores da fungdo sdo grandes e negati-
VoS para x maior que 2 e, uma vez que o grafico nio cruza sua assintota horizontal, o grafico deve, portanto, se aproxi-
mar da assintota horizontal por baixo, para valores grandes de x. O comportamento para x grande e negativo € parecido,
ja que a funcgdo € par.

O gréfico € mostrado na Fig. 15-14.

y
10
X
A 2 :5 y. 1
-10
-20
Figura 15-14
3
15.10 Esboce o grafico de f(x) = xzxj
Como f(0) = 0 e este € o tinico zero da funcdo, o intercepto x e o intercepto y sdo 0; ou seja, o grafico passa pela origem.
Jaque f(—x) = —f(x), a fungdo € impar e o grafico tem simetria em relacdo a origem.

Uma vez que ¥—4=0 quando x = %2, essas retas sdo assintotas verticais do grafico.
Como o grau do numerador € uma unidade a mais que o grau do denominador, o grafico admite uma assintota obliqua.
A divisao longa mostra que

3
x_ N 4x

fo = 4 2—4

2

Assim, se x — o, f(x) > x e aretay = x € a assintota obliqua.

Como f(x) = x tem solugdo 0, o grafico cruza a assintota obliqua na origem.

Uma tabela de sinais mostra que os valores da funcio sdo positivos em (—2,0) e (2,) e negativos em (—,—2) e (0,2):
Emrf(x) = —we lim2 f(x) = oo, e também ILH% fx) = —xe lirr21 f(x) = .

x> = x—> =2 X - x—> 2%

Além disso, como o comportamento préximo a assintota x = 2 mostra que os valores da funcdo sio grandes e positivos
para x maior que 2 e como o grafico ndo cruza sua assintota obliqua aqui, o grafico deve, portanto, se aproximar da
assintota por cima, para valores grandes e positivos de x. Ja que a fungao € impar, o grifico deve, consequentemente, se
aproximar da assintota obliqua por baixo, para valores grandes e negativos de x.

O gréfico € exibido na Fig. 15-15.

~2,5
- -5
47,5
-10

Figura 15-15
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x>+ x
X2 —=3x+2
Como f(0) = 0, o intercepto y € 0. Como P¥+x=0 quando x = 0 e —1, ambos sdo interceptos x. O grafico passa pela
origem. Nao hd simetria dbvia.
Ja que P2 =3x+2=0 quando x = 1 e 2, essas retas sdo assintotas verticais.
Uma vez que o numerador e o denominador t€m grau 2 e a razdo dos primeiros coeficientes &
assintota horizontal.
Como f(x) = 1 tem a solucao %, o grafico cruza a assintota horizontal em (%,1).
Uma tabela de sinais mostra que os valores da fungdo sdo negativos em (—1,0) e (1,2) e positivos em (—,—1),(0,1) e
(2,). Logo, Xlin},f(x) = e xli}}f(x) = —oe, também, Xli)nzlff(x) = —we Xlin;_f(x) = oo,

15.11 Esboce um grafico de f(x) =

p.oul,aretay=1¢€a

Além disso, como o comportamento proximo a assintota x = 2 mostra que os valores da fun¢do sio grandes e positivos
para x maior que 2 e como o grifico nio cruza sua assintota horizontal nesse ponto, o grifico deve, portanto, se apro-
ximar da assintota por cima, para valores grandes e positivos de x. Da mesma forma, o grifico deve se aproximar da
assintota horizontal por baixo, para valores grandes e negativos de x.

O gréfico € exibido na Fig. 15-16.

-10

-15 [\

Figura 15-16

-9
1512 E afi =5
sboce um grafico de f(x) 214

Como f(0) = 73, o intercepto y € f% Uma vez que x> — 9 = 0 quando x = *3, ambos sdo interceptos x. Ja que f (—x)

= f(x), a funcdo € par e o grafico tem simetria com relagdo ao eixo y.

Como x? + 4 ndo tem zeros reais, o grafico nio admite assintotas verticais.

Como o numerador e o denominador t€m grau 2 e a razdo entre os primeiros coeficientes € %, oul,aretay=1¢a
assintota horizontal.

Ja que f(x) = 1 ndo tem solugdes, o grafico ndo cruza a assintota horizontal.

Uma tabela de sinais mostra que os valores da funggo sdo positivos em (—2, —3) e (3,) e negativos em (—3,3).

O grifico € exibido na Fig. 15-17.

)
6 - 6

1

-3

Figura 15-17
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15.13 Como um exemplo do caso especial em que o numerador e o denominador de uma expressao racional t€m

2
. . x> —4
fatores em comum, analise e esboce um grafico de f(x) = JERE

Fatorando o numerador e o denominador tem-se:

C=2x+2) x+2
f(x)=(x_2)(x_1) =] Pparax#2

Assim, o grafico da fungdo € idéntico ao grifico de g(x) = (x + 2) / (x — 1), exceto que 2 ndo estd no dominio de f.
Faca um grifico de y = g(x). O gréfico de y = f(x) € convencionalmente exibido como o grafico de g com um pequeno
circulo centrado em (2,4) para indicar que esse ponto ndo pertence ao grafico.
Como g(0) = —2, o intercepto y € —2. J4 que g(x) = 0 se x = —2, o intercepto x € —2. O grafico ndo tem qualquer
simetria com relagdo aos eixos ou a origem.
Jaque x — 1 = 0 quando x = 1, essa reta € a inica assintota vertical.
Uma vez que o numerador e o denominador tém grau 1 e a razdo entre os primeiros coeficientes € }, oul,aretay =1
¢é a assintota horizontal.
Como g(x) = 1 ndo tem solucdes, o grafico ndo cruza sua assintota horizontal.
Uma tabela de sinais mostra que os valores da fun¢o s@o positivos em (—%,—2) e (1,%) e negativos em (—2,1).
Assim, lim g(x) = —»e lim g(x) = o.

x—1 x—> 1"

O gréfico € mostrado na Fig. 15-18.

Figura 15-18

Problemas Complementares

15.14 Encontre todos os interceptos nos graficos das seguintes fun¢des racionais:

2 — — 3
@ f0 =25 o =Nl ©fw =i @ o=

Resp. (a) intercepto x: 0, intercepto y: 0; (b) intercepto x: = %, intercepto y: —i;

(c) intercepto x: 1, intercepto y: nenhum; (d) intercepto x: —3, intercepto y: %

15.15 Encontre todas as assintotas horizontais e verticais nos graficos do problema anterior.

Resp. (a) horizontal: y = 2, vertical: x = —4; (b) horizontal: y = 4, vertical: x = nenhuma;

(¢) horizontal: y = 0, vertical: x = 0, x = 4; (d) horizontal: y = 0, vertical: x = *1,x = *£2

2x
(b) Mostre que fé uma fungdo injetora em seu dominio e que f(x) = f~'(x).

15.16 (a) Mostre interceptos e assintotas e esboce o grafico de f(x) = T
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Resp. (a) Interceptos: a origem.
Assintotas: x = 2,y = 2.
O gréfico € exibido na Fig. 15-19.

2
15.17 Mostre interceptos e assintotas e esboce o gréfico de f(x) = xzfiz
Resp. Interceptos: a origem.
Assintotas: x = 2,y = 2x + 4.
O gréfico € exibido na Fig. 15-20.
15.18 Mostre interceptos e assintotas e esboce o gréfico de f(x) = * 3 g

Resp. Interceptos: (O,%),
Assintotas: x = 2,y = 0.
O grafico € exibido na Fig. 15-21.

20/
15

Figura 15-19

Figura 15-20

20”7
15

10

-1 1 2 3 4 5

Figura 15-21



@I» —————  Pre-CiLculo

15.19 Mostre interceptos e assintotas e esboce o grafico de f(x) = 2 2_ 1
Resp. Interceptos: (0,—2). 10 Yy
Assintotas: x = =1,y = 0.
O gréfico € exibido na Fig. 15-22.
5
X
-4 -2 2 4
5\
-0
Figura 15-22
15.20 Encontre as assintotas verticais e obliquas nos graficos das funcdes racionais a seguir:
_ X _ X = 4x, _ &3 -1 _x*=524+6 X =2
@ f0 =15 O f0=""7% @@= @@= 0 fo=""%
Resp. (a) vertical: x = —2, obliqua: y = x — 2; () vertical: x = 1, obliquay = x — 3;
(c) vertical: nenhuma, obliqua: y = 8x; (d) vertical: x = 0,x = —1, obliqua: y = x — 1;
(e) vertical: x = —6, obliqua: nenhuma, contudo, o grafico se aproxima assintoticamente do gréfico de
y=x—6x+ 34
3
15.21 Mostre interceptos e assintotas e esboce o grafico de f(x) = xzxj
Resp. Interceptos: a origem. y
Assintotas: x = 1,y = x. 6
O gréfico € exibido na Fig. 15-23. 4
z 4
2 i
g
7 X
_4 "'2 P4 7 2 4
- 7 |-2
Z
Z ~4
-6
Figura 15-23
15.22 Mostre interceptos e assintotas e esboce o gréfico de f(x) = 2z 3_’)_6 T
Resp. Interceptos: a origem. y
Assintotas: y = 0. 1,5
O grafico € exibido na Fig. 15-24. 1
0,5
X
5 10

Figura 15-24



CapituLo 15  FuNoEes Racionals ——— D

. p . X=X —-x+1
15.23 Mostre interceptos e assintotas e esboce o grafico de f(x) = EEECE I
Resp. Interceptos: (0,1), (1,0), (—1,0).

Assintotas: y = x — 1.

O gréfico € exibido na Fig. 15-25.

Figura 15-25

15.24 Um campo € delimitado na forma de um retangulo com drea de 144 pés quadrados.
(a) Escreva uma expressio para o perimetro P como uma fun¢do do comprimento x.

(b) Esboce um gréfico da fungdo perimetro e determine aproximadamente, a partir do grafico, as dimensdes nas quais
o perimetro ¢ um minimo.

Resp. (a) P(x) = 2x + % P

(b) Ver Fig. 15-26. Dimensdes: 12 pés por 12 pés. 120

X
0 5101520

Figura 15-26



Capitulo 16

Funcoes Algebricas e Variacao

DEFINICAO DE FUNGAO ALGEBRICA

Uma fungao algébrica € qualquer funcio cuja regra € um polindmio ou que pode ser obtida a partir de polindémios,
por adicdo, subtrac¢do, multiplicacdo, divisdo ou poténcia inteira ou racional.

Exemplo 16.1 Exemplos de fungdes algébricas incluem:

a. Fungdes polinomiais, como f (x) = 5x> — 3x
b. Fungoes racionais, como f (x) = 12/x?
c. Funcdes envolvendo valor absoluto, como f(x) = Ix — 3, uma vez que Ix — 31 = V(x — 3)?
d. Outras fungdes envolvendo poténcias racionais, como f(x) = \/;c, fx) = % fx) =1 \/;c, f=VI1—x
e assim por diante.
VARIACAO

O termo variagdo € usado para descrever muitas formas de dependéncia funcional simples. O padrio usual € o de
que uma varidvel, chamada de varidvel dependente, € dita variar como um resultado de mudangas de uma ou mais
varidveis distintas, conhecidas como variaveis independentes. Afirmagdes sobre variacdes sempre incluem um fa-
tor constante ndo nulo, chamado de constante de variagdo ou constante de proporcionalidade e que, frequentemen-
te, € denotada por k.

VARIACAO DIRETA

Para descrever uma relagdo da forma y = kx, a seguinte linguagem € empregada:

1. y varia diretamente em termos de x (ocasionalmente, y varia como Xx).
2. y é diretamente proporcional a x.

Exemplo 16.2 Sabendo que p varia diretamente em termos de ¢, encontre uma expressio para p em funcéo de
q se p = 300 quando g = 12.

1. Como p varia diretamente em termos de g, escreva p = kgq.

2. Jaque p = 300 quando g = 12, substitua esses valores para obter 300 = k(12), ou k = 25.

3. Logo, p = 25¢ ¢ a expressao pedida.
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VARIACAO INVERSA

Para descrever uma relacdo da forma xy = k, ou'y = k /x, a seguinte terminologia € usada:

1. y varia inversamente em termos de x.
2. yé inversamente proporcional a x.

Exemplo 16.3 Dado que s varia inversamente em termos de #, encontre uma expressao para s em termos de f se
s = 5 quando t = 8.

1. Como s varia inversamente em termos de ¢, escreva s = k/t.

2. Jaque s = 5 quando t = 8, substitua esses valores para obter 5 = k/8, ou k = 40.

3. Portanto, s = 40/t € a expressdo solicitada.

VARIACAO CONJUNTA

Para descrever uma relagiio da forma z = kxy, a seguinte terminologia € usada:

1. zvaria juntamente em termos de x e y.
2. zvaria diretamente em termos do produto entre x e y.

Exemplo 16.4 Sabendo-se que z varia juntamente em termos de x e y, e z = 3 quando x = 4 e y = 5, encontre
uma expressao para z em termos de x e y.

1. Como z varia juntamente em termos de x e y, escreva z = kxy.
2. Jaque z = 3 quando x = 4 ey = 5, substitua esses valores paraobter 3 = k-4 - 5,ouk = %
3. Logo, z = 2%xy.

VARIACAO COMBINADA

Esses tipos de variagdo também podem ser combinados.

Exemplo 16.5 Sabendo que z € diretamente proporcional ao quadrado de x e inversamente proporcional a y, e
que z = 5 quando x = 3 e y = 12, encontre uma expressao para z em termos de x e y.

2
1. Escreva z = ﬁ.

2
2. Como z = 5quando x = 3e y = 12, substitua esses valores para obter 5 = k - > ou k = 20/3.

3. Logo, z = 20, .
’ ’ 3y.

Problemas Resolvidos

16.1 Defina dominio e imagem e esboce um grafico de:

@ f®=Vx B f0&=YVx © f0=Vx @ fx)=Vx

(a) Dominio: [0, ©©) 3 y

Imagem: [0, =)

O gréfico é exibido na Fig. 16-1. 2.5

2

1,5

1

0,5

X

2 4 6 8

Figura 16-1
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(b) Dominio: R
Imagem: R
O gréfico € exibido na Fig. 16-2.

(¢) Dominio: [0, ©)
Imagem: [0, )
O gréfico € exibido na Fig. 16-3.

(d) Dominio: R
Imagem: R
O grifico € exibido na Fig. 16-4.

16.2 Defina dominio e imagem e esboce um grafico de:
(@ f)=1UVx (b f&x) =1V

(@) Dominio: [0, )
Imagem: [0, )
O gréfico € exibido na Fig. 16-5.

y
2
1
X
-7,5 -5 -2,5 2,5 5 7.5
-2
Figura 16-2
1,75y
1,5
1.25
1
0,75
0,5
0,25
X
2 4 6 8
Figura 16-3
y
1.5
1
0.5
x
-7,5 -5 -2,5 2, 5 7.5
-0.,5
-1,5
Figura 16-4
6)’
5
4
E
2
1
x
0 2 4 6 8

Figura 16-5
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(b) Dominio: {xe Rl x# 0}
Imagem: {xe Rlx # 0 }
O gréfico € exibido na Fig. 16-6.

]

e

(@) Sey=\V9 — ¥ entdo, x> + y* =9,y = 0.
Assim, o grafico da fun¢@o € a metade superior
(semicirculo) do grafico de
2 +yr=09.

O dominioé {xe RI-3 =x=3}e
aimagem é{y e RI0 =y = 3}
O gréfico € mostrado na Fig. 16-7.

y 2,5

Figura 16-6

16.3 Analise e esboce um grafico de (@) f(x) = V9 — x% (b) f(x) = — V9 — X2

5 7,5

(b) Sey =—V9 — x%entdo, x> + y* =9,

-1 0

1

—  «»

X

y = 0. Assim, o grafico da fun¢ao

€ a metade inferior (semicirculo) do
grifico de x*> + y* = 9.

O dominioé {xeRI-3 =x=3}e
aimagem é {y e RI-3 =y =0}

O gréfico € mostrado na Fig. 16-8.

1. Como s varia diretamente em termos do quadrado de x, escreva s = kx°.
2. Como s = 5 quando x = 4, substitua esses valores para obter 5 = k - 4%, ou k = 1%
3. Logo, s = 5x%16. Assim, quando x = 20, s = 5(20)%/16 = 125.

1. Como y € diretamente proporcional a raiz ctibica de x, escrevay = k/x.
2. Como y = 12 quando x = 64, substitua esses valores para obter 12 = k64 = 4k

3. Logo,y = 3V, Assim, quando x = é y=3V1/8 = %

(- . k
1. Como [ € inversamente proporcional ao quadrado de ¢, escreva I = pr

-3.,5
-4

Figura 16-8

,ouk = 3.

16.4 Se s varia diretamente em termos do quadrado de x e s = 5 quando x = 4, encontre s quando x = 20.

16.5 Se y ¢é diretamente proporcional a raiz cibica de x e y = 12 quando x = 64, encontre y quando x = %

16.6 Se I é inversamente proporcional ao quadrado de 7 e I = 100 quando ¢ = 15, encontre / quando ¢t = 12.
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16.7

16.8

16.9

16.10

16.11

16.12

16.13

2. Como I = 100 quando ¢ = 15, substitua esses valores para obter 100 = K ou k = 22.500.

15%
22.500 . 22.500
3. Logo, I = 2 .Assim, quando t = 12, = Iz T 156,25.
Se u varia inversamente em relagio a raiz cibica de x e u = 56 quando x = —8, encontre u quando x = 1.000.
1. Como u varia inversamente em relag@o a raiz cibica de x, escrevau = ZL
Vi
2. Como u = 56 quando x = —8, substitua esses valores para obter 56 = %, ouk = —112.
V-8
3. Logo,u = %U.Assim, quando x = 1.000, u = :112 =-11,2.
Vi V1000

Se z varia juntamente com xe y, e z = 3 quando x = 4 e y = 6, encontre z quando x = 20 ey = 9.

1. Como z varia juntamente com x € y, escreva z = kxy.
2. Como z = 3 quando x = 4 e y = 6, substitua esses valores paraobter 3 =k -4 - 6,ouk = ﬁ
3. Logo, z = xy/8. Assim, quando x = 20ey =9,z = (20 - 9)/8 = 22,5.

Se P varia juntamente com o quadrado de x e a raiz quarta de y e P = 24 quando x = 12 e y = 81, encontre
Pquandox =1200ey = i
1. Como P varia juntamente com o quadrado de x e a raiz quarta de y, escreva P = kx? %.

2. Como P = 24 quando x = 12 ¢ y = 81, substitua esses valores para obter 24 = k - 122 V/81, ou k = %

2Vy L (12002V1/16

3. Logo,P = ST Assim, quando x = 1200 e y = , P I3 = 40.000.

A lei de Hooke estabelece que a forca F necessdria para esticar uma mola x unidades além de seu compri-
mento normal € diretamente proporcional a x. Se uma determinada mola € esticada 0,5 polegadas de seu
comprimento natural por uma forca de 6 libras, encontre a for¢a necessdria para esticar a mola em 2,25
polegadas.

1. Como F € diretamente proporcional a x, escreva F = kx.
2. Como F = 6 quando x = 0,5, substitua esses valores para obter 6 = k(0,5), ou k = 12.
3. Logo, F = 12x. Assim, quando x = 2,25, F = 12(2,25) = 27 libras.

A lei de Ohm estabelece que a corrente / em um circuito de corrente continua varia inversamente com a re-
sisténcia R. Se uma resisténcia de 12 ohms produz uma corrente de 3,5 amperes, encontre a corrente quando
a resisténcia € de 2,4 ohms.

1. Como / varia inversamente em relagdo a R, escreva [ = k/R.
2. Como I = 3,5 quando R = 12, substitua esses valores para obter 3,5 = k/12, ou k = 42.
3. Logo, I = 42/R. Assim, quando R = 2,4, = 42/2,4 = 17,5 amperes.

A pressdo P do vento em uma parede varia juntamente com a area A da parede e o quadrado da velocidade v
do vento. Se P = 100 libras quando A = 80 pés quadrados e v = 40 milhas por hora, encontre P se A = 120
pés quadrados e v = 50 milhas por hora.

1. Como P varia juntamente com A e o quadrado de v, escreva P = kA2,
2. Como P = 100 quando A = 80 e v = 40, substitua esses valores para obter 100 = k - 80 - 40% ou k = 1/1.280.
3. Logo, P = Av*/1.280. Assim, quando A = 120ev =50, P = 120 - 50%/1.280 = 234,375 libras.

O peso w de um objeto sobre ou acima da superficie da Terra varia inversamente com o quadrado da distan-
cia d do objeto ao centro da Terra. Se uma astronauta pesa 120 libras na superficie de nosso planeta, quanto
(na melhor aproximac¢ado em libras) ela pesaria em um satélite distante 400 milhas acima da superficie? (use
4.000 milhas como o raio da Terra)

1. Como w varia inversamente em relagio ao quadrado de d, escreva w = k/d°.
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2. Como w = 120 na superficie da Terra, quando d = 4.000, substitua esses valores para obter 120 = k/4.0007, ou

k=1,92 x 10°.
3. Logo, w = 1,92 X 10°/d*. Assim, quando d = 4000 + 400 = 4400, w = 1,92 X 10°/4400°, ou aproximadamente,
99 libras.

16.14 O volume V de uma dada massa de gés varia diretamente com a termperatura 7 e inversamente a pressao P.
Se um gés possui o volume de 16 polegadas cubicas quando a termperatura estd a 320°K e a pressdo € de
300 libras por polegada quadrada, encontre o volume quando a temperatura estiver a 350°K e a pressdo a
280 libras por polegada quadrada.

1. Como V varia diretamente em relagdo a 7 e inversamente a P, escreva V = kT/P.

2. Como V = 16 quando 7' = 320 e P = 300, substitua esses valores para obter 16 = k - 320/300, ou seja, k = 15.
3. Portanto, V = 157/P. Logo, quando 7 = 350 e P = 280, V = 15 - 350/280 = 18,75 polegadas ctibicas.

16.15 Se y varia diretamente em relacéo ao quadrado de x, qual o efeito sobre y se x for dobrado?

1. Como y = kx?, escreva k = y/x>.
2. Enquanto x e y variam, k permanece constante; portanto, para diferentes valores de x ey, y,/x? = y,/x3ouy, = yxa/x2.
3. Logo, sex, = 2x,,y, = y,(2x)%x? = 4y,  Assim, se x é dobrado, y ¢ multiplicado por 4.

16.16 Se y varia inversamente em relacdo ao cubo de x, qual o efeito sobre y se x for dobrado?

1. Comoy = kA°, escrevak = x° y.
2. Enquanto x e y variam, k permanece constante; portanto, para diferentes valores de x e y, xJy, = xjy,ouy, = yx3/x.
3. Logo,sex, = 2x,,y, = yxi/(2x))* = y,/8. Assim, se x € dobrado, y € dividido por 8.

16.17 A resisténcia W de uma viga retangular de madeira varia juntamente com a largura w e o quadrado da en-
vergadura d, e inversamente com o comprimento L da viga. Qual seria o efeito sobre W se dobrar w e d,
enquanto diminuir L por um fator de 20%?

1. Como W = kwd® / L, escreva k = WL/ (wd®).

2. Para diferentes valores das variaveis, k permanece o mesmo, portanto, WILI/(wldf) = W2L2/(w2d§).

3. Logo,sew, =2w,,d, =2d,eL, = L,—0,2L, = 0,8L,, escreva:
WL, W, 0.8L) B WL, (w)Q2d)?
wid? = w24,y e isole W, para obter W, = w2 TLI

= 10W,. Assim, W seria multiplicado por 10.

Problemas Complementares

16.18 Defina dominio e imagem e esboce um grafico das seguintes fungdes:

(@ fo)=Vx—2 () f)=—-1UVx+3 (c) f@&) = V4 — (x +2)

Resp. (a) Dominio: R
Imagem: R 2

O gréfico € mostrado na Fig. 16-9.
X
-5 =2.5 ;85 5 15 10
-1

Figura 16-9
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16.19

16.20

16.21

16.22

16.23

16.24

(b) Dominio: {x € Rlx > —3} 1,7
Imagem:{y e Rly <0}
O gréfico € mostrado na Fig. 16-10.

o
-9
h

Figura 16-10

(¢) Dominio: {x e RI— 4 = x = 0}
Imagem: {y e RI0 =y =2}
O gréfico € mostrado na Fig. 16-11.

Figura 16-11

Se y varia diretamente com a quarta poténcia de x, e y = 2 quando x = %, encontre y quando x = 2.

Resp. 512

P . 1
Se y varia inversamente com a raiz quadrada de x, e y = 2 quando x = 3, encontre y quando x = 2.

Resp. 1

Se uma mola de comprimento normal de 5 centimetros € alongada 0,3 centimetro pela acdo de um peso de 6 libras,
use a lei de Hooke (Problema 16.10) para determinar o peso necessario para esticar a mola 1 centimetro.

Resp. 20 libras

A lei de resfriamento de Newton afirma que a taxa r na qual um corpo esfria € diretamente proporcional a diferencga
entre a temperatura 7" do corpo e a temperatura 7, de sua vizinhanga. Se uma xicara de café quente a uma temperatura
de 140° estd em uma sala a 68° e estd esfriando a uma taxa de 9° por minuto, encontre a taxa na qual estard esfriando
quando sua temperatura cair para 116°.

Resp. 6° por minuto.

A terceira lei de Kepler estabelece que o quadrado do periodo T necessério para um planeta completar uma érbita em
torno do Sol (i.e., a duracéio de um ano planetdrio) é diretamente proporcional ao cubo da distancia média d do planeta
ao Sol. Para o planeta Terra, assuma d = 93 X 10° milhas e 7' = 365 dias. Calcule (a) o periodo de Marte, sabendo-se
que o mesmo fica a uma distancia de 1,5 vezes a distancia do Sol a Terra; (b) a distancia média de Vénus ao Sol, uma
vez que o periodo de Vénus € de aproximadamente 223 dias da Terra.

Resp. (a) 671 dias terrestres; (b) 67 X 10° milhas

A resisténcia R de um cabo varia diretamente em relagdo ao comprimento L e inversamente em relacio ao quadrado
do diametro d. Um pedaco de cabo com o comprimento de 4 metros e didmetro de 6 milimetros possui uma resisténcia
de 600 ohms. Qual diametro deve ser usado para que um cabo de 5 metros tenha resisténcia de 1000 ohms?

Resp. V27 = 5,2 milimetros
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16.25 A lei de Coulomb estabelece que a forga F de atracio entre duas particulas de cargas opostas varia juntamente com as
magnitudes g, € g, de suas cargas elétricas, e inversamente com o quadrado da distancia d entre as particulas. Qual serd
o efeito sobre F' se a magnitude das cargas for dobrada e a distancia entre elas for diminuida pela metade?

Resp. A forga é multiplicada por um fator 16.



Funcoes Exponenciais

DEFINICAO DE FUNGCAO EXPONENCIAL

Uma fung¢@o exponencial € qualquer fun¢@o na qual a regra especifica a varidvel independente como um expoente.
Uma fung¢@o exponencial bdsica tem a forma F(x) = a*,a > 0, a ¥ 1. O dominio de uma funcdo exponencial bési-
ca é considerado como o conjunto de todos os niimeros reais, a menos que o contrario seja especificado.

Exemplo 17.1 Os seguintes exemplos sdo de fun¢des exponenciais:

@ fm=2 ) f0=01): © fo=4% @ f=2"

PROPRIEDADES DE EXPOENTES

Propriedades de expoentes podem ser reformuladas, para fins de conveniéncia, em termos de expoentes varidveis.
Considerando que a, b > 0, entdo, para todos os reais x e y:

aa’ = a*tY  (ab)* = a'b*

N (-
a’ b b*

(ary*

ab*

O NUMERO E

O niimero ¢ € chamado de base exponencial natural. Define-se como lim (1 l)". e € um numero irracional com
valor aproximado de 2,718281828459045.... "

n

CRESCIMENTO E DECAIMENTO EXPONENCIAIS

As aplicagdes geralmente se classificam como crescimento e decaimento exponencial. Uma funcio de crescimento
exponencial bdsico € uma funcdo exponencial crescente; uma funcio de decaimento exponencial € uma fungao
exponencial decrescente.

JUROS COMPOSTOS

Se um principal de P reais € investido a uma taxa anual de juros r, e os juros sdo creditados n vezes ao ano, 0 mon-
tante A(f) gerado em um periodo de tempo ¢ € dado pela férmula:

Aw = P(1+£)"
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JUROS COMPOSTOS CONTINUOS

Se um principal de P reais € investido a uma taxa anual de juros r e os juros sdo creditados continuamente, entio, o
montante A(7) disponivel a qualquer instante ¢ posterior € dado pela férmula:

A(t) = Pe"

CRESCIMENTO POPULACIONAL ILIMITADO

Se uma populacdo, consistindo inicialmente de N, individuos também for modelada como crescente e sem limites,
a populacio N(7), em qualquer instante ¢ posterior, € dada pela férmula (k € uma constante a ser determinada):

N(t) = Ne*

Como alternativa, uma base diferente pode ser usada.

CRESCIMENTO POPULACIONAL LOGISTICO

Se uma populag@o consistindo inicialmente de N, individuos € modelada como crescente € com uma populagdo
limite (devido a recursos limitados) de P individuos, a populagdo N(f), em qualquer instante ¢ posterior, € dada pela
formula (k € uma constante a ser determinada):
N,P
_ s
N, + (P — Nye™

N(t) =

DECAIMENTO RADIOATIVO

Se uma quantia Q, de uma substéancia radioativa estd presente no instante ¢ = 0, entdo a quantia Q(¢) da substancia
presente em um instante ¢ posterior qualquer € dada pela férmula (k € uma constante a ser determinada):

(1) = Qe ™

Como alternativa, uma base diferente pode ser usada.

Problemas Resolvidos

17.1 Explique por que o dominio de uma fung¢do exponencial basica é considerado como sendo R. Qual € a ima-
gem da funcdo?

. ~ x . X £ . . . . . 3 _ 1 l
Considere, por exemplo, a fungdo f(x) = 2*. A quantidade 2* é definida para todo inteiro x; digamos, 2° = 8,273 = ¢

20 = 1 e, assim por diante. Além disso, a quantidade 2* € definida para todo racional ndo inteiro x, como 212 = \6,

253 = \VZ?, 2734 = I/W,etc.

Para definir 2* para um x irracional, por exemplo, 2V2 use a representacio decimal de \6, ou seja, 1,4142... e consi-
dere as poténcias racionais 21, 214 plal ol4ld 1442 ore Pode ser mostrado no cdlculo que cada poténcia sucessiva se
aproxima de um numero real, o qual se define como 2V2,

Esse processo pode ser aplicado para definir 2* para qualquer nimero irracional e, portanto, 2* € definido para todos
os nuimeros reais x. O dominio de f{x) = 2* € assumido como R e, por analogia, para qualquer fun¢do exponencial
fx)y=a%a>0,a7#1.

Como 2* € positivo para todo real x, a imagem da fungdo € o conjunto dos nimeros positivos (0, ).

17.2 Analise e esboce o grafico de uma funcio exponencial basica da forma fix) = a*, a > 1.

O griéfico nio tem qualquer simetria 6bvia. Uma vez que a® = 1, o grifico passa pelo ponto (0,1). Como a' = a, o gra-
fico passa pelo ponto (1, a).
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Pode ser mostrado que se x; < x,, entdo, a" < a®, ou seja, a fun¢io € crescente em R; dai o nome fungio de crescimento
exponencial. Portanto, a fung@o exponencial bdsica € injetora.

Também pode ser provado que se x — %, a* — ® e se x = —%, a* — (0. Assim, o0 eixo x negativo € uma assintota hori-
zontal do gréfico.

Como a* € positivo para todo real x (ver o problema anterior), a imagem da funcdo € (0, ).

O gréfico € exibido na Fig. 17-1.

>

(L@
©.1)
="/ >
Figura 17-1

17.3 Analise e esboce o grafico de uma funcio exponencial basica da forma fix) = a*, a < 1.

O grifico ndo tem qualquer simetria 6bvia. Uma vez que a® = 1, o grifico passa pelo ponto (0, 1). Como a' = a, o
grafico passa pelo ponto (1, a).

Pode ser mostrado que se x; < x,, entdo, a't > a®, ou seja, a funcdo € decrescente em R; dai o nome func@o de decai-
mento exponencial.

Também pode ser provado que se x = ®, a* — 0 e se x = —®, @* — %. Assim, 0 eixo x positivo € uma assintota hori-
zontal do gréfico.

Como a* € positivo para todo real x, a imagem da funcdo € (0, «). O grafico € exibido na Fig. 17-2.
A

0,1)

e (L,a)

>

Figura 17-2

17.4 Mostre que o grafico de f (x) = a™*, a > 1, é uma curva de decaimento exponencial.

Seja b = 1/a. Entdo, como a > 1, segue que b < 1. Além disso, a™* = (1 /b)™* = b*. Como o grifico de f (x) = b",
b <1, é uma curva de decaimento exponencial, 0 mesmo vale para o grificode f(x) = a *,a > 1.
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17.5 Esboce um grifico de (a) f(x) = 2*(b) f(x) = 27*

(a) Faga uma tabela de valores

x ¥
5 !
-1 %
0 1
1 2
2 4
3 8

Dominio: R; Imagem: (0, )
Assintota: eixo x negativo
O gréfico € exibido na Fig. 17-3.

—  «E»
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(b) Faga uma tabela de valores

x ¥
-3 8
-2 4
-1 2
0 1

1

1 3
2 1

4

Dominio: R; Imagem: (0, )
Assintota: eixo x positivo
O gréfico € exibido na Fig. 17-4.

g Y v
6
4
2
/ X \ x
-2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2
Figura 17-3 Figura 17-4
17.6 Explique a defini¢cdo de base exponencial natural e.
Considere a seguinte tabela de valores para a quantidade (l + %)n
n 1 10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000
(1 + %)n 2 | 2,59374246 | 2,70481383 | 2,71692393 | 2,71814593 | 2,71826824 | 2,71828047

17.7

5 . . 1\ . . .
A medida que n — %, a quantidade (1 + ;;) ndo cresce para além de quaisquer valores, mas parece se aproximar de
um valor especifico.

No célculo, demonstra-se que esse valor € um nimero irracional, denotado por e, com uma aproximagao decimal de
2,718281828459045.... Em célculo, esse niimero e as fungdes exponenciais f(x) = e, f (x) = ¢*, entre outras, demons-
tram ter propriedades especiais.

Obtenha a férmula A(f) = P(1 + r/n)" para a quantia de dinheiro resultante do investimento de um princi-
pal P em um periodo #, a uma taxa anual r, capitalizado n vezes por ano.

Primeiro assuma que a quantia P ¢ investida por um ano a uma taxa de juros simples de r. Entéo, os juros, apds um ano,
sdo I = Prt = Pr(1) = Pr. A quantia de dinheiro disponivel ap6s um ano &, portanto,

A=P+I1=P+Pr=P(1+7)
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17.8

17.9

Se esta quantia € entdlo investida por um segundo ano com a mesma taxa de juros r, entdo os juros apds o segundo ano
sdo P(1 + r)r(1) = P(1 + r)r. A quantia de dinheiro disponivel apés dois anos €, portanto,
A=PA+7rn+P1+nrr=P1+r1+r=P1+r?

Assim, o montante disponivel ao final de cada ano € multiplicado por um fator 1+r durante o ano seguinte. Generali-
zando, o montante disponivel no instante z, assumindo capitaliza¢do uma vez por ano, €

At)=P( +r)
Agora assuma que os juros sao capitalizados n vezes por ano. Os juros, apés um periodo de capitalizacdo, sdo, entdo,
I = Pr/n. A quantia de dinheiro disponivel apés um periodo de capitalizacio é

A=P+I1I=P+Pr/in=Pl+r/n)

Assim, o montante disponivel ao final de cada periodo de capitalizagdo € multiplicado por um fator 1+r/n durante o
periodo seguinte. Portanto, a quantia disponivel apés um ano, n periodos de capitalizagdo, é

A=P(I+r/n)y

e a quantia disponivel no instante ¢ € dada por

At) = P((1 + r/n)")Y = P(1 + r/n)"

Deduza a férmula A(f) = Pe” para a quantia de dinheiro resultante de investimento de um principal P por
um periodo #, a uma taxa anual r, capitalizada continuamente.

Capitalizacdo continua € entendida como o caso limite de capitalizagdo n vezes por ano, com n — %. Do problema an-
terior, se os juros sdo capitalizados n vezes por ano, a quantia disponivel no instante ¢ é dada por A(z) = P(1 + r/n)".
Se n cresce indefinidamente, entdo,

A = P (1 + r/ny"
= imP(1 + rin)e/"
= }i_r)roloP[(l + rin)Vr)
= 1im P[(1 + r/ny"]"
= P[n/lir_r)lx(l + rin)y )

= Pe"

Calcule a quantia de dinheiro disponivel se $1000 séo investidos a 5% de juros a cada 7 anos, capitalizados
(a) anualmente; (b) trimestralmente; (c) mensalmente; (d) diariamente; (¢) continuamente.

(a) Use A(t) = P(1 + r/n)"com P =1000,r =0,05,t=7en = 1.
A(7) = 1000(1 + 0,05/1)! "7 = $1.407,10

(b) Use A(t) = P(1 + r/n)"com P = 1000, r = 0,05, t=7en = 4.

A(7) = 1000(1 + 0,05/4)* 7 = $1.415,99
(c¢) Use A(t) = P(1 + r/n)"com P = 1000, r = 0,05, t=Ten = 12.

A(7) = 1000(1 + 0,05/12)!2 7 = $1.418,04
(d) Use A(t) = P(1 + r/n)"com P = 1000, r = 0,05,t = 7en = 365.

A(7) = 1000(1 + 0,05/365)°" 7 =$1.419,03
(e) Use A(t) = Pe" com P = 1000, = 0,05etr=17.

A(7) = 1000 - %% 7 = $1.419,07

Observe que a diferenga nos juros que resulta do aumento de frequéncia da capitalizag@o, de didria para continua, é
muito pequena.
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17.11

17.12

17.13

17.14
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Simplifique as expressoes:
(@) (ex + e—x)z B (ex — e—x)z () (T e +e™) — (e —e e —e™)
2 2 (ex + efx)Z

@ (ex + e*x>2 B (e* _ e’x>2 _ (&% + 2e'e™ + (e7)? B (e")? — 2e'e™ + (e7)?

2 2 4 i
_ et 2t e -+ 2 — e ™
N 4
i
(b) (ex + e—x)(ex + e—x) — (e‘ — e—x)(ex — e_"‘) _ e + Dete X 4 72X — o2X 4 DpYpTX — o=
(ex + e*x)2 (ex + e*x)2
-4
(" + e

Como forma alternativa, considere a dltima expressdo como uma fracdo complexa e multiplique numerador e denomi-
nador por e para obter

4 4e* 4e*

(e + e ™2 eX(e + e (e + 1)

Encontre os zeros da fungdo f(x) = xe™ — e

Resolva xe™ — e~ = 0 por fatoragio para obter
e(x—1)=0
e*=0oux—1=0
x=1

Como e " nunca € 0, o tinico zero da fungdo € 1.

O nimero de bactérias em uma cultura € contado como 400 no comeg¢o de um experimento. Se o nimero de
bactérias dobrar a cada 3 horas, o nimero de individuos pode ser expresso pela férmula N(r) = 400(2)"/ 3.
Determine o nimero de bactérias presentes na cultura apés 24 horas.

N(Q24) = 400(2)*** = 400 - 2% = 102.400 individuos

Popula¢des humanas podem ser modeladas sobre curtos periodos por fungdes de crescimento exponencial
ilimitado. Se um pais tem uma populagdo de 22 milhdes em 2000 e mantém uma taxa de crescimento po-
pulacional de 1% ao ano, entdo sua populagdo, em milhdes de habitantes, apés um tempo, assumindo que
t = 0 em 2000, pode ser modelada como N(r) = 22¢%!. Estime a popula¢do em 2010.

Em 2010, ¢ = 10. Portanto, N(10) = 22¢%0119 = 24 3 Logo, a populacio & estimada em 24,3 milhdes.

Um rebanho de cervos € introduzido em uma ilha. A populacdo inicial € de 500 individuos e estima-se que
a populacio que se manterd constante a longo prazo serd de 2.000 individuos. Se o tamanho da populacio é
dado pela funcdo de crescimento logistico

2000
Ny = 1 + 37005
estime o nimero de cervos presentes apés (@) 1 ano; (b) 20 anos; (c¢) 50 anos.

Use a férmula dada com os valores dados para 7.
2000

(@) t=1:N() = W =~ 520 individuos
(b) 1= 20: N20) = 13205 = 950 individuos
() t=50: N50) = —2990___ _ 1600 individuos

1 + 3¢-005(50)



@[ » ———  Pre-CiLcuo

17.15 Desenhe um grafico da fungdo N(f) do problema anterior.

Use os valores calculados. Observe também que N(0) € dado como 500 e que & medida que ¢ — %, como e~ %% — 0, 0
valor da fun¢@o se aproxima assintoticamente de 2000. O grafico é mostrado na Fig. 17-5.

N

200

1500

1000

500

0 20 40 60 80 100

Figura 17-5

17.16 Um certo is6topo radioativo decai de acordo com a férmula Q(r) = Qe **, sendo que ¢ é tempo em anos
e O, ¢ o nimero de gramas presentes inicialmente. Se 20 gramas estdo inicialmente presentes, aproxime na
ordem de décimos de grama a quantia presente apds 10 anos.

Use a férmula dada com Q, = 20 e r = 10: Q(10) = 20 - e~ 003810 = 14 2 gramas.

17.17 Se um isétopo radioativo decai de acordo com a férmula Q(r) = Q, - 27''", onde ¢ é tempo em anos e Q, € 0
numero de gramas inicialmente presente, mostre que a quantia presente no instante t = 7€ 9,/ 2. (T € dito
a meia-vida do is6topo)

Use a férmula dada com 7 = T. Entdo, Q(T) = Q,- 277" = Q,-27' = Q,/2

Problemas Complementares

17.18 Esboce um gréfico das fungdes (a) f(x) =1—e= (b) f(x) = 272
Resp. (a) Fig. 17-6; (b) Fig. 17-7.

y

Figura 17-6 Figura 17-7

17.19 Simplifique a expressdo (#)2 n (MY.

2
eX 4+ e M4 ]
3 ou= o

Resp.

17.20 Prove que o quociente de diferenca (ver Capitulo 9) para f (x) = ¢* pode ser escrito como
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17.29
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Encontre os zeros da fungdo £ (x) = — x%¢ ™ + 2xe ™.
Resp. 0e 2
Sdo investidos $8000 em uma conta rendendo 5,5% de juros. Calcule o montante do dinheiro na conta apGs um ano se

0s juros sao capitalizados (@) trimestralmente; (b) diariamente; (c¢) continuamente.

Resp. (a) $8.449,16; (b) $8.452,29; (¢) $8.452,32

No problema anterior, encontre o percentual anual da conta (essa € a taxa equivalente sem a capitaliza¢do que conduzi-
ria a0 mesmo valor de juros).

Resp. (a) 5,61%; (b) 5,65%; (c) 5,65%

Qual o valor que deveria ser investido com 5,5% capitalizados continuamente para se obter $5000 depois de 10 anos?

Resp. $2.884,75

Uma familia acaba de ter um novo filho. Quanto deveria ser investido com 6%, capitalizados diariamente, para se ter
$60.000 para pagar sua faculdade daqui a 17 anos?

Resp. $21.637,50

Se o niimero de bactérias em uma cultura é dado pela férmula Q(¢) = 250 - 3/, sendo que ¢ é medido em dias, estime
(a) apopulagdo inicial; (b) a populacdo ap6s 4 dias; (c) a populacdo apds 14 dias.

Resp. (a) 250; (b) 750; (c) 11.700

8000
2 + 30037
(a) apopulagdoinicial; (b) apopulagdo depois de 10 anos; (c) apopulagdo que se manterd constante a longo prazo.

Se a popula¢d@o de trutas em um lago ¢ dada pela férmula N(z) = sendo que ¢ € medido em anos, estime

Resp. (a) 1600; (b) 1960; (c) 4000
Se um isétopo radioativo decai de acordo com a férmula Q(r) = Q,, - 2™ 2 onde t é medido em anos, encontre a por¢io

de um montante inicial que resta apds (a) 1ano; (b) 12 anos; (c) 100 anos.

Resp. (a) 094 Qy; (b) 0,50, (c) 0,003 Q,

A meia-vida (ver Problema 17.17) do Carbono-14 € de 5730 anos.
(a) Se 100 gramas de Carbono-14 estavam presentes inicialmente, quanto restaria depois de 3000 anos?
(b) Se uma amostra contém 38 gramas de Carbono-14, quanto estava presente 4500 anos atras?

Resp. (a) 69,6 gramas; (b) 65,5 gramas
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Funcoes Logaritmicas

DEFINICAO DE FUNGAO LOGARITMICA

Uma func¢@o logaritimica, f (x) = log, x, a > 0, a # 1, € a inversa de uma fung¢do exponencial f (x) = a*. Assim, se
y = log, x, entdo, x = &’. Ou seja, o logaritmo de x na base a € o expoente ao qual a deve ser elevado para obter x.
Reciprocamente, se x = a’, entdo, y = log,_x.

Exemplo 18.1 A funcdo f (x) = log,x é definida como f:y = log,x se 2° = x. Como 2* = 16, 4 ¢ 0 expoente ao
qual 2 deve ser elevado de modo a obter 16; logo, log, 16 = 4.

Exemplo 18.2 A sentenca 10° = 1000 pode ser reescrita em termos de logaritmos na base 10. Como 3 € o ex-

poente ao qual 10 deve ser elevado para obter 1000, log,, 1000 = 3.

RELAGAO ENTRE FUNGOES LOGARITMICAS E EXPONENCIAIS

log a* = x as.s = x

Exemplo 18.3 log 5% = 3; 5% = 25

PROPRIEDADES DE LOGARITMOS

(M e N sdo ntimeros reais positivos)

log,1 =0 log,a =
log,(MN) = log, M + log, N log, (MP) = plog, M

log, (%) = log, M — log, N

Exemplo 18.4 (a)log, 1 = 0 (uma vez que 5° = 1) (b) log,4 = 1 (uma vez que 4' = 4)
(¢) log,6x = logs6 + log,x =1 + loggx  (d) logex® = 6 log,x

x
(¢) log,,(2x) = log, ,7/5 = log, x = ]Ogl/z(%) = log,,x = 1

FUNCOES LOGARITMICAS ESPECIAIS

log,,x € abreviada como log x (logaritmo).
log,x € abreviada como In x (logaritmo natural).
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Problemas Resolvidos

18.1

18.2

18.3

184

18.5

Escreva o que se segue em forma exponencial:
(a) log,8 =3; (b) log,s5= %; (¢) logmﬁ =-2;
(d) logyt = —% (e) log,c=d; (f) log, (> +5x—6)=y—C

(a) Sey =log, x, entdo x = a”. Logo, se 3 = log, 8, entdo 8 = 23,
(b) Sey = log, x, entdo x = @’. Logo, se = log,s 5, entdo 5 = 25"
(¢c) Se—2 = log,, 55, entdo 55 = 1072

(d) Se—3 = log,},entdo 872 = 1.
(e) Sed = log, c,entdo b = c.

(H Sey— C =log, (x> + 5x — 6), entdo &’ ~ = x> + 5x — 6.

Escreva o que se segue na forma logaritmica:
1

(a) 33=243; (b) 673 = s (0 256%* = 64;
@ ()7 =32 @u=p;, het=y-C

(a) Se x = a’, entdo y = log, x. Logo, se 243 = 3, entdio 5 = log,243.

(b) Sex = o, entdo y = log, x. Logo, seﬁ =673 entio —3 = log, ﬁ

(c) Se 64 =256, entdio log,s, 64 = 3.
(d) Se 32 = (1), entdo log,,32 = —5.

(e)Sep=u
(HSey — C = e ", entdo log,(y — C) = at + b.

,entdo log, p = m.

Calcule os seguintes logaritmos:
(a) log,49 (b) log,256 (c) log,,0,000001 (d) log,,5 (e) log, 125

(a) O logaritmo de 49 na base 7 € o expoente ao qual 7 deve ser elevado para obter 49. Esse expoente € 2; portanto,
log, 49 = 2.

(b) O logaritmo de 256 na base 4 € o expoente ao qual 4 deve ser elevado para obter 256. Esse expoente € 4; portanto
log, 256 = 4.

(c) Sejalog,,0,000001 = x. Entdo log,, 10~° = x. Reescrevendo na forma exponencial, 10* = 107%. Como a funcéo
exponencial € injetora, x = —6; portanto, log,, 0,000001 = —6.

(d) Sejalog,, = x. Reescrevendo na forma exponencial, 27* = &, ou (3%)* = 3% = 372. Como a fun¢io exponencial &
Ja 108y, 5 p 5 ¢ p
injetora, 3x = —2, x =—3, portanto, log,, 5 = —3.

(e) Sejalog,,s 125 = x. Reescrevendo na forma exponencial, (é)‘ = 125,0u (57" = 57 = 5% Como a fun¢io exponen-
cial € injetora, —x = 3, x = —3; portanto, log, s 125 = —3.

(a) Determine o dominio e a imagem da fungdo logaritmica na base a.

(b) Calcule log, (—25).

(a) Como a fungdo logaritmica € a inversa da exponencial na base a, e como a fungdo exponencial tem dominio R e
imagem (0, %), a fung¢do logaritmica deve ter dominio (0, ) e imagem R.

(b) Como —25 nio estd no dominio da fungéo logaritmica, logs (—25) néo € definido.

Esboce um grifico de f (x) = a*, a > 1, f "'(x) = log, x e da reta y=x no mesmo sistema de coordenadas
cartesianas.

Nota: O grafico € mostrado na Fig. 18-1.



@E[» ————  Pre-CiLcuo

O dominio de fé R e a imagem de f € (0, ).

Os pontos (0, 1) e (1, a) estdo no grafico de f.

O eixo x negativo € uma assintota.

O dominio de f 7! & (0, %) e aimagem de f "' € R.
Os pontos (1, 0) e (a, 1) estdo no gréfico de f .
O eixo y negativo € uma assintota.

18.6 Esboce um gréfico de:
(@) f(x) = logsx

(a) Faga uma tabela de valores.

X Yy
1
3 -1
1 0
5 1
25 2

Dominio: (0, %); Imagem: R
Assintota: eixo y negativo
O grifico € mostrado na Fig. 18-2.

y

Figura 18-2

Figura 18-1

(b) g(x) =log,,x

(b) Faga uma tabela de valores.

x y
1 1
yy
1 0
|

16 -2

Dominio: (0, »); Imagem: R
Assintota: eixo y positivo
O gréfico € mostrado na Fig. 18-3.

y

,5 5 7,5 10 12,5 15

Figura 18-3

18.7 Demonstre as relagdes entre fungdes logaritmica e exponencial.

(a) Sey =log,x, entdo x = a’. Logo, x = @¥ = a'°&~,

(b) Analogamente, trocando as letras, se x = log,y, entdo, y = a*. Logo, x = log,y = log,a".



18.8

18.9

18.10

18.11

18.12
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Mostre que se log,u = log, v, entdo, u= v.

Como a fungdo exponencial f (x) = a* € injetora, sua fungdo inversa, f ~'(x) = log, x, ¢ também injetora e (fo f ~')(x) =
A '(x) _f(loga X) = der = x.

Logo, se log u = log v, entdo a°% * = g% ey = v.
a a

Calcule usando as relagdes entre fungdes logaritmica e exponencial:
(@) log,3% (b) log,256; (c) log, Va? (d) log 0,00001;
(e) Slog5 3; (f) elmT; (g) alog“ (2 —5x + 6); (h) 361°g67
Resp. (a) log,3° =5 (b) log,256 = log,2* = 8§
() log, Vi = log,a** = % (d) 1og 000001 = log,, 10 = =5
(6) 510g53 — 3; (]() elnﬂ — elog(,ﬂ' =

(g) alog“ X =5x+6) — X2 — 5x + 6’ (h) 3610g67 — (62)10g67 — 6210g67 = (6log67 2 — 72 = 49

Prove as propriedades de logaritmos.

As propriedades log, 1 = 0 e log,a = 1 seguem diretamente das relacdes entre logaritmo e exponencial,
uma vez que log, 1 = log, a’ = 0 e log,a = log,a' = 1.
Para provar as outras propriedades, considere u = log, M e v = log,N. Entdo, M = a"e N = a'.

Portanto, MN = a“a’; assim, MN = a" **. Reescrevendo na forma logaritmica, log JMN =u+v.

Consequentemente, loga MN = logaM + log, N.
u
Da mesma forma 2 = & assim, 5> = g*~. Reescrevendo na forma logaritmica, loga% =u-—

Y "N~ @ ’ N
Logo, loga<ﬁ> = log, M — log N.
Finalmente, M ” = (a")’ = a"’; ou seja, M ” = a’. Reescrevendo na forma logaritmica, log, M ” = pu.

Portanto, log, M? = p log, M

Use as propriedades de logaritmos para reescrever em termos de logaritmos de expressdes mais simples:

xX3(x + 3) x> + y?

(@) log, 2 (8 log,® — 1) (¢) log, o ar @ gy @n(cen Y

X
Resp. (a) loga?y = log, xy —log, z = log, x + log, y — log, z

(b) log, (x* = 1) = log,[(x — D(x + 1)] = log, (x — 1) + log,(x + 1) Nota: As propriedades de logaritmos
podem ser usadas para transformar expressdes envolvendo logaritmos de produtos, quocientes e poténcias.
Elas ndo permitem simplificac@o de logaritmos de somas e diferencas.

Xx +5)

1
(c) log, ——— & o — 4y

=log, x* + log, (x + 5) — log, (x — 4)* = 3 log, x + log (x + 5) — 2 log (x — 4)

Xy ¥+y s 1 L
(d) log, v 2 log, v |72 [log (x> +y*) —log (xy)] = 2 [log,(x* + y°) — log,x — log, y]

(e) In(Ce** ™ =InC+ et =InC+ 5x +1

Escreva como um logaritmo:
(a) 3log, u —log v; (b) %loga 5—3log,x—4log y; (¢ %loga (x —3) +3log, x + 2log, (I + x);
(d) 3llog,x + 3log,y — Slog, (z—2)1; () sln(x+ ) —3ln(x— ) +InC

e
Resp. (a) 3log, u —log, v =log, u® —log, v = logu v
3

(b) %loga 5—3log,x —4log,y= logu\S/ — log, (x*y*) = log

a'£4
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(c)3log, (x — 3) + 3log, x + 2log, (1 + x) = log,(x — 3)"* + log x* + log (1 + x)*
= logam + log ¥’(1 + x)?
= log,[¥(1 + x* Vx — 3]
(d)5 [logx + 3log,y — 5log,(z — 2)] = 5 [log xy* — log,(z — 2)°]
X

_1{1 Y }_1 |
—2 Og“(sz)S = log, (z — 2y

@2+ 1) — Lnx — 1)+1nc:§1n<j§jr—}> +InC

_ x— 1 _ x— 1
=1In X_Fl-i-lnC—lnCﬂx_i_1

Problemas Complementares

18.13

18.14

18.15

18.16

18.17

18.18

18.19

Escreva na forma exponencial:
1 1 1 1
(@) log,yp 10 =135 (D) log, 35 = —2; (¢) log, 7\/; =3
1
Resp. 10003 = 10; (b) 72=45 () u ' =—~
Y Vu

Escreva na forma logaritmica:
@ ()" =64 ) &=V @ mr=T

Resp. (a)log,,, 64 = —3; (b) ln\s/;2 = %; (c) log, T=—p

Calcule:
(@) In Ce™; (D) log, & © log,(—100); (d) log],m%

Resp. (a) InC — at; (b) —%; (¢) ndo definido; (d) %

(a) Calcule log;81. (b) Calcule log, ﬁ (c¢) Mostre que loga% = —log N.

Resp. (a) 4, (b) — 4

(a) Calculelogs125. (b) Calculelog,s5. (c) Mostre que log b = @.
»
Resp. (a) 3; (b) 3
Escreva em termos de logaritmos de expressdes mais simples:
2 a+\/a2_x2 e — e
(@) logatx — N(x —5) (b) log 24— (c) n————=; (d) h "%
S Oy PR 2

Resp. (a) 1 +log,(x —r) + log,(x —s) (b) 2 — 3logx — 4log,y
(¢) In(a + Va? — x») — In(a — Va* — x?), ou (apds racionalizar o denominador)
2In(a + Va*> — x*) — 2Inx;
(d) In(¢* —e™) —1In2
Calcule: (@) 10203, (p) 53087; () 273log>

Resp. (a) \/g; (b) 343; (o) %



CapituLo 18 * FUNGOES LogariMicas — ————— [T AP

18.20 Escreva como um logaritmo:
(@) 2Inx—8Iny+4Inz (b) log(l —x) + log(x — 3)
In(x + h) — lnx.
h ’

b+ Vb — 4ac
2a

(d) xInx — (x — DIn(x — 1);

b — Vb* — 4ac

2a

c)

(e) log, + log, —

2.4
Resp. (a) In X}% (b) ndo definido (ndo existe valor de x para o qual ambos os logaritmos sao definidos)
x 4 R\ X

(© ()", @ In

(e)1 —log.a

18.21 Dados log,2 = 0,69, log,3 = 1,10 e log,5 = 1,61, use as propriedades de logaritmo para calcular:
6 1 5
(a) log,30 (b) log, %5 (c) log——=; (d) log, <*7)
5 V15 6

Resp. (a) 3,40; (b) 0,18; (c) —1,36; (d) ndo definido

18.22 Esboce os grificos de:
(a) f(x) =logy(x +2) (b) F(x) =3 —log,x (¢) g&x) =Inlxl (d) G(x) = —In(—x)

Resp. (a) Fig. 18-4; (b) Fig. 18-5; (c) Fig. 18-6; (d) Fig. 18-7

Y y
2
1 8
/ X 6
-2 2 4 6 8 10
-1 4
-2
2
-3
x
-4 2 4 6 8 4 16
Figura 18-4 Figura 18-5
y
2 b/
4
1
x 3
~10 -5 5 10
-2
-3
-4
-5

Figura 18-6 Figura 18-7



Capitulo 19

Equacoes Exponenciais
e Logaritmicas

EQUACOES EXPONENCIAIS

Equacdes exponenciais sdo equacdes que envolvem uma varidvel em um expoente. O passo crucial para resolver
equacdes exponenciais geralmente € determinar o logaritmo de ambos os lados em uma base apropriada, comu-
mente base 10 ou e.

Exemplo 19.1 Resolvae* = 2.

=2 Calcule o logaritmo em ambos os lados
In(e*) = In(2) Aplique a relagdo func¢ao-funcédo inversa
x =1In2

EQUACOES LOGARITMICAS

Equacdes logaritmicas sdo equagdes que envolvem o logaritmo de uma varidvel ou expressdo varidvel. O passo
crucial para resolver equagdes logaritmicas geralmente € reescrever a expressao logaritmica em forma exponencial.
Se ocorre mais de uma expressdo logaritmica, elas podem ser combinadas em apenas uma pelo uso das proprieda-
des de logaritmos.

Exemplo 19.2 Resolvalog,(x —3) =4

log,(x —3) =4 Reescreva na forma exponencial
22=x-3 Isole a varidvel
x=2*+3
x=19

FORMULA DE MUDANGA DE BASE

Expressoes logaritmicas podem ser reescritas em termos de outras bases por meio da férmula de mudanga de base:

Exemplo 19.3 Encontre uma expressio, em termos de logaritmos na base e, para log, 10 e calcule um valor

aproximado para a quantidade.

A partir da féormula de mudanga de base, log; 10 = l?n 150 ~ 1,43.
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ESCALAS LOGARITMICAS

Tratar com ndmeros que variam em escalas muito grandes, como, por exemplo, de 0,000 000 000 001 a
10.000.000.000, pode ser problemaético. O trabalho pode ser feito de forma mais eficiente se forem usados os loga-
ritmos dos niimeros (como nesse exemplo, no qual os logaritmos variam apenas de —12 a +10).

EXEMPLOS DE ESCALAS LOGARITMICAS

1. Intensidade de som: A escala decibel para medi¢ao de intensidade sonora € definida como:
- 1
D = 10 log I,

sendo que D € o nivel decibel do som, / € a intensidade do som (medida em watts por metro quadrado) e /,€ a
intensidade do menor som audivel.

2. Intensidade sismica: Hd mais de uma escala logaritmica, conhecida como escala Richter, empregada para
medir o poder destrutivo de um terremoto. Uma escala Richter comumente usada € definida como:

— 210 E
R—310gE0

sendo que R ¢ a chamada magnitude (Richter) do terremoto, E € a energia liberada pelo terremoto (medida em
joules) e E, € a energia liberada por um terremoto muito fraco.

Problemas Resolvidos

19.1 Demonstre a férmula de mudanca de base.

Sejay = log, x. Entdo, reescrevendo na forma exponencial, x = a’. Aplicando logaritmos na base b em ambos os lados,

tem-se:
log, x = log, a”
= ylog,a pelas propriedades de logaritmos
Logo,
log, x ) log, x
y = 7logba’ ou seja, log, x = log,a

19.2 Resolva 2* = 6.

Calcule logaritmos na base e em ambos os lados (a base 10 também poderia ser usada, mas a base e € padrio na maioria
das situagdes do cdlculo).

In2* = In6
xIn2 =1n6
_In6
X =12 Resposta exata
x =~ 258 Resposta aproximada

Alternativamente, calcule logaritmos na base 2 em ambos os lados e aplique a férmula de mudanca de base:
log, 2* = log, 6
x = log, 6

_ In6

T2

pela férmula de mudanga de base



@E[» ———  Pre-CiLcuo

19.3 Resolva 2** ~ 4 = 15.

Proceda como no problema anterior.

In2¥*-4=1n15

Bx —4)In2 =Inl5

3xIn2 —4In2 =1In15
3xIn2 =1Inl15 +41n2

_Inl5 + 4In2
N 3In2

x = 2,64 Resposta aproximada

X Resposta exata

19.4 Resolva 54~ ~=7%*1

Proceda como no problema anterior.
1n54*x — ln 73X+|
4 -—xIn5=0Cx+ 1H)In7
4In5 —xIn5 =3xIn7 + In7
4In5 —In7 = xIn5 + 3xIn7

_ 4In5 — In7 R " ¢
X =105 £ 37 esposta exata
x = 0,60 Resposta aproximada

19.5 Resolva2*—27*=1.

Antes de aplicar logaritmos a ambos os lados, € crucial isolar a forma exponencial:

2% — % = 1 Multiplique ambos os lados por 2*

X . 0X — Dx. L = X
2628 = 2 X 2
(zx)z — 1 =2x
2 -22-1=0
Essa equacio estd na forma quadritica. Introduza a substituicio u = 2*. Logo, 1> = (2%)* e a equacio fica:

W-u—1=0

Agora use a férmula quadrdticacoma =1,b = —1,¢c = —1.
(=D = VD - 4D
‘o 2(1)

1+ V5

2

Agora desfaca a substituiciio 2* = u e aplique logaritmos a ambos os lados.

1+ V5
Zx:T

1+\Vs5

2
x=1In (#)/ In 2 ou In (#)

1-Vs5
2

xIn2 =1In

/In2

Observe que como ¢ negativo, niio estd no dominio da fungio logaritmica. Logo, a tinica solucdo €

+
x = In (#) /1n2 ou, aproximadamente, 0,69.
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— —X

e* —e
19.6 Resolva Tt e Y expressando x em termos de y.
Primeiro observe que o lado esquerdo € uma fragdo complexa (uma vez que e * = 1/e") e escreva-a como uma fracao
simples.
e* — lle* _
e+ lier 7

ef(e* — 1/e)
eX(er + 1/er) 7

(e —1
@y +1 7
e —1 _
1

Agora isole a forma exponencial ¢*'.
e —1=ye*+1)
e —1=e"y+y

e —e¥y=1+y
el —y=1+y
o = 1+y
L=y
Calculando os logaritmos em ambos os lados, tem-se:
1+
Ine* = In Y
=y
1+
2= I
L=y
1 1+y
S R G

1+
Isso € vilido se a expressdo Y for positiva, ou seja, para —1 <y < 1.

-y

19.7 Resolvalog,(3x —4) =5.

Reescreva a expressdo logaritmica em forma exponencial e, entdo, isole a varidvel.

2=3x—4
32=3x—4
x=12

19.8 Resolvalogx + log(x + 3) = 1.

Use as propriedades de logaritmos para combinar as expressdes logaritmicas em uma expressao e, entdo, reescreva a
expressdo em forma exponencial.
loglx(x+3)]=1
10" =x(x + 3)
X +3x=10

Essa equacdo quadratica € resolvida por fatoragdo:

x+5Hx—2)=0

x=—5oux=2

Como —5 ndo estd no dominio da fun¢ao logaritmica, a tnica solucéo € 2.
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19.9

19.10

19.11

19.12

Isoleyem termosdexe C:In(y +2) =x + InC

Use as propriedades de logaritmos para combinar as expressdes logaritmicas em uma expressao, entdo reescreva a ex-
pressao em forma exponencial.

In(y +2) —InC = x
y+2

ln< C >:x
y+2

C
y=Ce*—2

= e*¥

Uma certa quantia de dinheiro P € investida a uma taxa anual de juros de 4,5%. Quantos anos (com aproxi-
macdo na ordem de décimos de ano) levaria para o montante inicial dobrar, assumindo que a capitalizagdo
dos juros seja trimestral?

Use a formula A(r) = P(l + %)m do Capitulo 17, com n = 4 e r = 0,045, para encontrar ¢ quando A(f) = 2P.

4t
2P = P(l + M)
4
B 0,045 \*
2= <1 + = )

Para isolar ¢, aplique logaritmos na base e a ambos os lados.

In2 = 4tln<1 + M)

4
o In2
f= e
a1+ 0055)
t = 15,5 anos

No problema anterior, quantos anos (com aproximacdo na ordem de décimos de ano) levaria para que o
montante de dinheiro dobrasse, assumindo que os juros sdo capitalizados continuamente?

Use a férmula A(f) = Pe’" do Capitulo 17, com r = 0,045, para encontrar 7 quando A(f) = 2P.

2P = P80'045’
2 = 00450

Para isolar #, calcule logaritmos na base ¢ em ambos os lados.

In2 = 0,045¢

(= In 2
0,045

t = 15,4 anos

Um isétopo radioativo tem meia-vida de 35,2 anos. Quantos anos (com aproximagdo na ordem de décimos
de ano) levaria uma quantidade inicial de 1 grama para decair para 0,01 grama?

Use a formula Q(r) = Qoe”" do Capitulo 17.
Primeiro determine k usando ¢ = 35,2, O, = 1 e Q(35,2) = Q,/2 = 1/2.

1/2=1e7 "2
Para isolar k, calcule logaritmos na base e em ambos os lados.
In(1/2) = —k(35,2)

In(1/2)
T 352

In2
35,2
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Portanto, para esse isétopo, a quantidade restante ap6s ¢ anos € dada por:
—tIn2
o) = Q€ 2
Para encontrar o tempo necessario para a quantidade inicial decair a 0,01 grama, use essa formula com Q(¢) = 0,01 e
Q,= leisole .

—tln2

0,01 = 1e %2

Para isolar ¢, aplique logaritmos na base e em ambos os lados.

_ —tIln2
In0,01 = 352
= —35,21n 0,01
In2
t = 233,9 anos

19.13 (a) Calcule o nivel decibel do menor som audivel, I, = 10~'* watts por metro quadrado.
(b) Calcule o nivel decibel de um concerto de rock com uma intensidade de 10! watts por metro quadrado.

(¢) Calcule a intensidade de um som com nivel de 85 decibéis.

Use a féormula D = 10 log IL
0

(a) Facal =1, Logo, D = lOlog]L =10log1 = 0.
0 -1
(b) Fagal =10"'el,= 1072 Logo, D = lOlog% =101og 10" = 10 - 11 = 110 decibéis.

(¢) FagaD = 85¢e1,= 10""% Logo, 85 = 10 log ﬁ Isolando I tem-se:

1
8,5 = logm
l
Tom = 10V
I=10""2-10%
=103

I =32 X 107* watts/metro quadrado

19.14 (a) Encontre a magnitude na escala Richter de um terremoto que libera energia de 1000E,. (b) Encontre a
energia liberada por um terremoto que mede 5,0 na escala Richter, sendo que E, = 10** joules. (c¢) Qual
¢ arazdo entre a energia liberada por um terremoto que mede 8,1 na escala Richter e um tremor medindo 5,4
na mesma escala?

) _2, E
Use a féormula R = 3 log Ey
o 1000E, - 2
(a) Faca E = 1000E,. Logo, R = Zlog = S1logl000 = 5 -3 =2.
3 E, 3 3
(b) FagaR = 5. Logo,5 = %logEE. Isolando E:
0
15 e £
2 E,
E
= ]015/2
EO
E=E, 10"
— 104,40 . 1075

=~ 7,94 X 10" joules
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(¢) Primeiro isole E em termos de R e R,

lo £ _3R
)
E — 1(3R2
£ =10
E = E,10°2

Entdo, faca R, = 8,1 e R, = 5,4 e encontre a razdo entre as energias correspondentes E, e E,.

E = E0103Rl/2 E2 = E0]O3Rz/2
El = E0103(8‘1>/2 E2 = E0103(5,4)/2
EI/E2 = (E0103(8.l)/2)/(E0103(5,4)/2)
E,/E, = 101215/10%
E/E, = 10%%5/1
E,/E, =~ 11.200/1

1

A energia liberada pelo terremoto € mais de 11.000 vezes a energia liberada pelo tremor.

Problemas Complementares

19.15 Mostre que a® = e?'n¢.

19.16 Resolva(a) ¢¥ 3=10 (b) 5 =207 (¢) 4° > =12

_ 3+ Inl0 _ ) _3In5+31In20 _ )
Resp. (a) x = —s = 1,06; (b) x = 20 —in5 9,97,

© x=1%1+ li‘nlf;xzz,m, ~0.,67
101

19.17 Resolva em termos de logaritmos na base 10: (@) 2* — 6(27") = 6; (b) h =5

Resp. (a) x = log(3 + V' 15)/1og2; (b) x = (log3)/2

19.18 Resolva: (a) log;(x —2) + log;(x —4) =2 (b) 2lInx —In(x + 1) =3

e+ Vet + 463

Resp. (a) x=3+10=6,16; (b) x = >

~ 21,04

19.19 Isole ¢, usando logaritmos naturais: (a) Q = Qoe’“; b) A= P(l + %)m.

1, 0 In(A/P)
Resp. t=-In—~—;, b)t=—-—-
esp. (@) k nQo (b) ¢ nin(l + r/n)
19.20 Isole ¢, usando logaritmos naturais: (a) I = X(l - e‘Rf/L>~ () N = L
’ R ’ N, + (P — Npe ™
Ly V. _ 1, NP N
Resp. (a)t_Ran*RI’ (b)t—%lnNO(Pi_N)
19.21 Isole x em termos de y: (a) % =y, (b) % =y.

Resp. (@) x = In(y * \/yzi—l); Bb) x=Iny + Vy*+ 1)



19.22

19.23

19.24

19.25

19.26

CaPiTULO 19 » EQUAGOES EXPONENCIAIS E LoGARITMICAS — —— AT

Quantos anos seriam necessarios para um investimento triplicar a 6% de juros capitalizados trimestralmente?

Resp. 18,4 anos

A que taxa de juros um investimento dobraria em 8 anos, capitalizado continuamente?

Resp. 8,66%

Se uma amostra de isétopo radioativo decai de 400 gramas para 300 gramas em 5,3 dias, encontre a meia-vida desse
isétopo.

Resp. 12,8 dias

Se a intensidade de um som € 100 vezes a intensidade de outro som, qual € a diferenca de decibéis entre os dois sons?
Resp. 30 decibéis

A lei de resfriamento de Newton estabelece que a temperatura 7' de um corpo, inicialmente a uma temperatura 7, co-
locado em um meio a uma temperatura menor 7, € dada pela formula 7 = T, + (T, — T, )e . Se uma xicara de café,
a 160° as 7h da manha, € levada a um ambiente cujo ar estd a 40° e esfria para 140° as 7h05min da manha, (a) encontre
sua temperatura as 7h10min da manha, (b) a que horas a temperatura terd caido para 100°?

Resp. (a) 123°% (b) 7Th19min da manha



Capitulo 20

Funcoes Trigonometricas

CiRCULO UNITARIO

O circulo unitdrio € o circulo U com centro (0,0) e raio 1. A equagéo do circulo unitdrio é x> + y* = 1. O perimetro

do circulo unitario € 27r.

Exemplo 20.1 Desenhe um circulo unitario e indique seus interceptos (ver Fig. 20-1).

(_1 ,O)

y
A
o1

a0 o,

(0:—1 )

Figura 20-1

PONTOS SOBRE UM CiRCULO UNITARIO

Um tnico ponto P sobre um circulo unitario U pode ser associado a qualquer nimero real ¢ da seguinte maneira:

1. Associado com # = 0 estd o ponto (1,0).

2. Associado com qualquer nimero real ¢ positivo estd o ponto P(x,y) obtido por um deslocamento I¢I na direcio

anti-hordria do ponto (1,0) (ver Fig. 20-2).

3. Associado com qualquer nimero real t negativo esta o ponto P(x,y) obtido por um deslocamento I¢| na dire¢ao

hordria do ponto (1,0) (ver Fig. 20-3).
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>
>

t positivo f negativo

Il
P()=(x, y

(1,0) > x 1,0) > x

P(t)=(x,y) Il

Figura 20-2 Figura 20-3

DEFINICAO DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Se ¢ € um nimero real e P(x,y) € o ponto, referido como P(7), no circulo unitdrio U que corresponde a P, entdo, as
seis funcoes trigonométricas de t, seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente, abreviadas como sen,
cos, tg, csc, sec e cotg, respectivamente, sdo definidas como:

sent =y Csct=%(sey¢0)

cost =x sect=%(sex¢0)
_Y X

tgt =5 (sex #0) cotgt = y(sey # 0)

Exemplo 20.2 Se t é um nimero real tal que P(%, —%) € o ponto no circulo unitario que corresponde a ¢, encontre
as seis fungdes trigonométricas de 7.

y
A

(1.0) 3%
39
55
Figura 20-4
Como a coordenada x de P € % e a coordenada y é —%, as seis fungdes trigonométricas de ¢ sdo:

_ . __4 _ . _3 Y _—4/5 4
sent—y——g COSt—x—g tgt—}—ﬁ——g
CSCt:l: liz—é Secz‘:lzizé Cott:£:73/5 :_é
’ Yy —4/5 4 X 3/5 3 & Yy —4/5 4
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SIMETRIAS DOS PONTOS SOBRE UM CiRCULO UNITARIO

Para qualquer nimero real ¢, as seguintes relacdes podem ser demonstradas como validas:

1. P(t + 2m) = P(¢).
2. Se P(t) = (x,y), entdo P(—1) = (x,—y).
3. Se P(t) = (x,y), entdo P(t + 7) = (—x,—y).

FUNCOES PERIODICAS

Uma fung@o f € dita periddica se existe um nimero real p tal que f (r + p) = f(¢) para todo niimero real # no domi-
nio de f. O menor nimero real p, nessas condi¢des, ¢ chamado de periodo da fungio.

PERIODICIDADE DAS FUNGOES TRIGONOMETRICAS

As funcdes trigonométricas sdo todas periddicas. As seguintes relacdes importantes podem ser demonstradas como
viélidas:

sen(t + 2m) =sent cos(t+ 2m) =cost tg(t+ m) =tgt
csc(t + 2m) = csct sec(t + 2m) =sect cotg(t + ) = cotg ¢
NOTAGAO

Notacdo para expoentes: as expressodes para os quadrados das funcdes trigonométricas ocorrem frequentemente.
(sen 1)* € geralmente escrito como sen’s, (cos 1) € escrito como cos’t e assim por diante. Analogamente, (sen 7)* €
geralmente escrito como sen’ e assim sucessivamente.

IDENTIDADES

Uma identidade € uma equacdo verdadeira para todas as varidveis envolvidas, 2 medida que ambos os lados sao
definidos.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

1. Identidades pitagéricas: Para qualquer ¢ para o qual ambos os lados sdo definidos:

cos’t + sen’r = 1 1 + tg? = sec’t cotg’t + 1 = csc’t
cos’t =1 — sen’t tg’r = sec’r —1 cotg?t = csc’t — 1
sen’t = 1— cos’t 1 =seckt —tg 1 = csc?t — cotg’t

2. Identidades reciprocas: Para qualquer  para o qual ambos os lados s@o definidos:
1 1 1

SENT = “oset cost = sect tgr = cotg ¢
_ 1 _ _ 1
csct = secr = cotgt =
sent cost tgt

3. Identidades quocientes: Para qualquer f para o qual ambos os lados sdo definidos:

sen t cotat = COSt
cost &1 = Sent

tgt =
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4. Identidades para negativos: Para qualquer ¢ para o qual ambos os lados sdo definidos:

sen(—t) = —sent cos(—t) = cost tg(—1 = —tgt
csc(—1) = —csct sec(—t) = sect cotg (—f) = —cotgt

Problemas Resolvidos

20.1

20.2

20.3

Encontre o dominio e a imagem das func¢des seno e cosseno.

Para qualquer niimero real ¢, um tnico ponto P(f) = (x,y) no circulo unitdrio x> + y* = 1 é associado a . Como sent = y e
cos ¢ = x s@o definidos para todo ¢, 0 dominio das fungdes seno e cosseno € R. Uma vez que y e x s3o coordenadas de pontos
do circulo unitdrio, -1 =y =1e —1 = x = 1, logo a imagem das func¢des seno e cosseno € dadapor — 1 =senr=1le
—1 =cost=1,ouseja, [—1,1].

Para quais valores de ¢ a coordenada y de P(7) € igual a zero?
Ver Fig. 20-5.

y
A

0,1)
(-1,0) (1,0)
t=mn,3n, 57, .. t=0,2r4n, ...
t=-x, =37 -57, .\ =-2%, 4%, -67, ...
(0)"1)
Figura 20-5

Por defini¢do, P(0) = (1,0). Como o perimetro do circulo unitdrio € 21, se ¢ € qualquer multiplo inteiro positivo ou
negativo de 27, entdo, novamente, P(7) = (1,0).

Como 7 é metade do perimetro do circulo unitario, P(7) corresponde a meia volta no circulo a partir de (1,0); ou seja,
P(m) = (—1,0). Além disso, se ¢ € igual a 77 mais algum mdltiplo inteiro positivo ou negativo de 27, entdo, novamente,
P() = (—1,0).

Resumindo, a coordenada y de P() € igual a zero se t € qualquer multiplo inteiro de 7r; ou seja, nr.

Para quais valores de ¢ a coordenada x de P() € igual a zero?

Ver Fig. 20-6. Como o perimetro do circulo unitdrio € 277, um quarto do perimetro € 7/2. Assim, P(7/2) é um quarto
de volta no circulo unitério a partir de (1,0); ou seja, P(7/2) = (0,1). Também, se ¢ € igual a 7/2 mais algum multiplo
inteiro positivo ou negativo de 27 entdo, novamente, P(r) = (0,1).

Mas, se t = 7 + /2 ou 37/2, entdo ¢ € trés quartos de volta no circulo unitdrio a partir de (1,0); ou seja, P(3m/2) =

(0,—1). E, se t € igual a 37/2 mais qualquer mdltiplo inteiro positivo ou negativo de 27, entdo, novamente, P(f) =
0,—1).

Resumindo, a coordenada x de P(¢) € igual a zero se ¢ € 7/2 ou 37/2 mais qualquer multiplo inteiro de 27r; assim,
/2 + 2mn ou 37/2 + 2mn.



20.4

20.5

20.6

20.7
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>

t=T/2, M2+2R, 7244, ...
t= 1(/2-—215, 1(/2—41'(, ‘K/2~6Tl, ees (0 1)

(-1,0) 1,0

X

£ = 3002, 3RI242W, IRI2HAT
t = 3n/2-2m, 3n/2-4m, 3n/2-6r, .| (O D

Figura 20-6

Encontre os dominios das fungdes tangente e secante.

Para qualquer niimero real #, um tinico ponto P(f) = (x,y) no circulo unitdrio x> + y*> = 1 & associado a 7. Uma vez que
tg t € definida como y/x e sec ¢ € definida como 1/x, cada funcio € definida para todos os valores de ¢, exceto aqueles
para os quais x = 0. De acordo com o Problema 20.3, esses valores sdo 7/2+2mn ou 37/2+2mn, sendo n um inteiro
qualquer. Assim, os dominios das funcdes tangente e secante sdo {t € Rt # /2 + 2mn, 37w /2 + 27n}, sendo n um
inteiro qualquer.

Encontre os dominios das fungdes cotangente e cossecante.

Para qualquer niimero real ¢, um tinico ponto P(f) = (x,y) no circulo unitdrio x> + y*> = 1 & associado a 7. Uma vez que
cotg t € definida como x/y e csc € definida como 1/y, cada fun¢ao € definida para todos os valores de 7, exceto aqueles
para os quais y = 0. De acordo com o Problema 20.2, esses valores sdo nr, sendo n um inteiro qualquer. Assim, o do-
minio das func¢des cotangente e cossecante € {zr € Rt # n}, sendo n um inteiro qualquer.

Encontre as imagens das fungdes tangente, cotangente, secante e cossecante.

Para qualquer nimero real #, um tnico ponto P(f) = (x,y) no circulo unitdrio x> + y* = 1 é associado a t. Uma vez que
tg ¢ € definida como y/x e cotg t € definida como x/y e, além disso, para varios valores de ¢, x pode ser maior que y,
menor que y ou igual a y, tg t = y/x e cotg t = x/y podem assumir qualquer valor real. Assim, as imagens das func¢des
tangente e cotangente sdo ambas R.

Uma vez que sec ¢ € definida como 1/x e csc ¢ € definida como 1/y e, para qualquer ponto no circulo unitdrio, —1 = x =
le—1=y=1,segue-sequell/xI=1ell/yl =1, ouseja,Isectl =1elcsctl = 1. Assim, as imagens das func¢des
secante e cossecante sao ambas (—o, —1 ] U [1, o).

Encontre as seis func¢des trigonométricas de 0.
Ver Fig. 20-7.

y
A

Figura 20-7
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Como P(0) = (1,0) = (x,y), segue-se que:

sen(0) =y =0 csc(0) = 1/y = 1/0 néo € definido
cos(0)=x=1 sec(0)=1x=1/1=1
tg(0) =y/x=0/1=0 cotg(0) = x/y = 1/0 ndo € definido

20.8 Encontre as seis fungdes trigonométricas de /2.

Ver Fig. 20-8. Como o comprimento do circulo unitario € 27, P(7/2) é um quarto da volta no circulo unitério a partir de
(1,0). Assim, P(m/2) = (0,1) = (x,y) e segue-se que:

sen(m/2) =y =1 cse(m/2) =1ly=1/1 =1
cos(m/2)=x=0 sec(7/2) = 1/x = 1/0 ndo € definido
tg(m/2) = y/x = 1/0 ndo € definido cotg(m/2) = xly =0/1 =0
y
(r/2) = (0,1)
> X
Figura 20-8

20.9 Se P(f) estd em um quadrante, diz-se que ¢ estd naquele quadrante. Para r em cada um dos quatro quadrantes,
obtenha a seguinte tabela, mostrando os sinais das seis funcdes trigonométricas de z.

Quadrante | Quadrante Il Quadrante Il Quadrante IV

sen ¢ + + - -
cos t
tgt

csct

sect

+ o+ + o+ +
+
|
|

cotg ¢

Comosent = yecsct= 1/yey épositivo nos quadrantes I e II e negativo nos quadrantes III e IV, os sinais de sen ¢ e
de csc ¢ sdo como os mostrados acima.

Como cos t = x e sect = 1/x e x € positivo nos quadrantes I e IV e negativo nos quadrantes II e III, os sinais de cos 7 e
de sec ¢ sdo como os mostrados acima.

Como tg ¢t = y/x e cotg t = x/y e x € y t€m 0os mesmos sinais nos quadrantes I e III e sinais opostos nos quadrantes II e
1V, os sinais de tg ¢ e de cotg # s30 como os mostrados acima.

20.10 Encontre as seis funcdes trigonométricas de /4.

Ver Fig. 20-9. Como 7/4 € metade da volta de 0 a 77/2, o ponto P(m/4) = (x,y) estd sobre a reta y = x. Assim, as coorde-
nadas (x,y) satisfazem ambas as equagdes, x> + y* = 1 e y = x. Substituindo, tem-se:
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X+x=1
22 =1
x*=1/2
x=1\V2 uma vez que x € positivo

y
A

P(m/4) = (x,y)

> X

Figura 20-9

Portanto, P(w/4) = (x,y) = (1 /\[2,1 /\/5) Portanto, segue que:

V2

w(z)-r-b lf) =45 -
e Va

sec(£> 1__ 1 _
S VAVL)

)
):X:M_ x_ 12

Ting Cmg(? Y e

20.11 Prove a lista de propriedades de simetria citadas na pagina 178 para pontos de um circulo unitario.
(a) Para qualquer nimero real 7, P(t + 2m) = P(?).
(b) Se P(t) = (x, y), entdo P(—1) = (x, —y).
(¢) Se P(t) = (x,y), entdo P(t + m) = (—x, —y).
(a) Seja P(t) = (x,y). Como o perimetro do circulo unitdrio € precisamente 21, o ponto P(¢ + 21) € obtido percorrendo

exatamente uma vez o contorno do circulo a partir de P(f). Logo as coordenadas de P(t + 2m) sdo as mesmas de
P(1).

(b) Ver Fig. 20-10.

P =(x.y)

P0)=(1,0
;)x( )

P(-) = (x,-y)

Figura 20-10

Seja P(t) = (x, y). Como P(¢) e P(—t) sdo obtidos percorrendo-se a mesma distancia em torno do circulo unitario
a partir do mesmo ponto, P(0), as coordenadas dos dois pontos serdo iguais em valor absoluto. As coordenadas
de x dos dois pontos serdo as mesmas; porém, como os dois pontos sdo reflexos entre si em rela¢@o ao eixo x, as
coordenadas de y dos pontos terdo sinais opostos. Logo, as coordenadas de P(—t) sdo (x, —y).
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(c) Ver Fig. 20-11.

P(0) =(1,0)
X

.
.
v,
.

P(t + 1) = (-x,-y)

Figura 20-11

Seja P(f) = (x, y). Como P(t + ) € obtido percorrendo-se metade do contorno do circulo a partir de P(), os dois
pontos estdo em extremos opostos do didmetro; logo, eles sao reflexos entre si em relacdo a origem. Portanto,
P(t + m) = (—x, —y).

20.12 Encontre as seis fungdes trigonométricas de Sm/4.

Como %T = % + e P(%) = (%, \1/2), segue-se que P(%T) = (—%,—%). Portanto, as seis funcdes
trigonométricas de S/4 sdo:
Smy_  _ __ 1 Smy_1_ 1 _
sen(T) IRV °S°< 4 ) N 2
Smy_ _ __1 Smy_1_ 1 _
COS(T> =x= \/5 sec( 4 ) X —1/\6 2
50\ Yy —1\V2 5\ x_ —1\V2
tg(T) =x= =1 CO‘g(T) =y = =1
-1\V2 -1/V2

20.13 Demonstre as propriedades de periodicidade das fungdes seno, cosseno e tangente.

Seja P(t) = (x,y); entdo P(t+2m) = P(f) = (x,y). Segue imediatamente que sen(r+2m) =y = sente cos(t+2m) = x =

cos t.
c _ _ Y _y_

Também, P(t+m) = (—x,—y). Logo, tg(t+m) = = =  =tgt.
20.14 Prove as identidades reciprocas.

Seja P(t) = (x,y); entdlo, segue-se que:

_1_ 1 _1_ 1 ST A -1
csct—y—sent secr = ¥ = o7 cotgt—y—l = 1L+ (tgn = s
Portanto, segue-se, por algebrismo:
_ _ _ 1
SO = Gser COST T gecr 81 "~ cotgt

20.15 Demonstre as propriedades de periodicidade das fung¢des cossecante, secante e cotangente.
Use as identidades reciprocas e as propriedades de periodicidade de seno, cosseno e tangente.

1

csc(t + 2a) = 7sen(t T 2m) = sent csct
1 1
sec(t + 2m) = m = Cosz — sect
_ 1 _ 1 _
cotg(t + m) = m = E = cotgr
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20.16 Prove as identidades quocientes.

Se P(f) = (x,y), entdo, segue-se que:

_ Y _ sent _ X _ cost
81=%= Cost ¢ Coter =3 = ens

20.17 Encontre as seis fungdes trigonométricas de S7/2.

ST _ T p(T) = RUAN
ComoT =27 + D eP<2> = (0, 1), segue-se que P( 3 ) = (0,1
sen(57/2) =y =1 cse(5m/2)=1/y=1/1=1
cos(5m/2)=x=0 sec(57r/2) = 1/x = 1/0 indefinido

tg(57/2) = y/x = 1/0 indefinido cotg(57/2) =x/y=0/1=0

20.18 Prove as identidades para negativos.

Seja P(t) = (x,y). Entdo, P(—1) = (x,—y) de acordo com as propriedades de simetria dos pontos em um circulo unitario.
Segue-se que:

sen(—t) = —y = —sent csc(—1) = I S = L —csct
Y sen(—1) —sent sent
j— — [ — 1 — S
cos(—1) = x = cost sec(—1) = cos(—f) ~ cost sect
-y y X X
tg(=n=—=—y = —tg cotg(—1) = —y = —y = —cotgr

20.19 Encontre as seis fungdes trigonométricas de — /4.

Use as identidades para negativos e os resultados do Problema 20.10

sen{ =) = —sen{ ;)= ——= cos| =) = cos{y) = = tg ) =~ wely)=-
(<5) = —enlf)- =5 el F)-elf) -5 (7)) - - e(f) -
csc(—%) = —csc(%) = —\[2 sec(—%) = sec (%) = \[2 cotg(—%) = —cotg(%) =-1

20.20 Prove a identidade pitagérica cos’ ¢ + sen’t = 1.
Para qualquer niimero real ¢, um tnico ponto P(f) = (x,y) no circulo unitario x*> + y*> = 1 é associado com ¢.

Por definicfio, cos t = x e sen ¢ = y; portanto, para qualquer 7, (cos £)* + (sen 7)> = 1, ou seja,

cos’t + sen’r =1

20.21 Prove a identidade pitagérica 1 + tg? ¢ = sec’z.

Comece com cos’t + sen’t = 1 e divida ambos os lados por cos’t. Entio, segue-se que:

cos’t sen’t 1

cos?t cos’t  cos?t
sent\> _ [ 1 >2
L+ (cost) - <cost

1 + tg?t = sec’t

20.22 Dados sent = %e t no quadrante II, encontre as outras cinco fungdes trigonométricas de 7.

1. Cosseno. Da identidade pitagérica cos’t = 1 — sen’t. Como ¢ € especificado no quadrante II, cos ¢ deve ser negativo
(ver Problema 20.9). Portanto,

cos,:_m:_m:_ﬁ:_g
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Tangente. Da identidade do quociente,

1

tgr = sent _ 2 1

OSN3/ /3

Cotangente. Da identidade reciproca,

- V3

1 1
cotgt = ——=——+
e V3
Secante. Da identidade reciproca,
1 1 2

ST _N\/3;2  \/3

sect =

Cossecante. Da identidade reciproca,

==

1
csct = ——
sent

20.23 Dados tg t= —2 e t no quadrante IV, encontre as outras cinco fungdes trigonométricas de .

1.

Secante. Da identidade pitagérica sec’t = 1 + tg’. Como t € especificado no quadrante IV, sec  deve ser positivo
(ver Problema 20.9). Portanto,

sect = V1 +1g2 = V1+(—22=V5

Cosseno. Da identidade reciproca,

_ _ 1
cost = /5
. . . sent
Seno. Da identidade do quociente, tg t = “cos > Portanto,

sent = tgrcost = (72)L = _ 2

Vs 5

Cotangente. Da identidade reciproca,

1 _ 1
T = )

Cossecante. Da identidade reciproca,

I R
csct = sent = _2/\/5

20.24 Para um valor arbitrario de 7, expresse as outras fungdes trigonométricas em termos de sen f.

1.
2.

Cosseno. Da identidade pitagérica, cos’ = 1 — sen’ #. Portanto, cost = = V1 — sen’.
sent sent

1 = +
cos Usando o resultado anterior, tgr = * V1 = sos
— sen’t

cost V1 — sen’t

Logo, cotgt = =

Tangente. Da identidade quociente, tg t =

Cotangente. Da identidade quociente, cotg t =

sent’ sent
. . 1 1 1
Secante. Da identidade reciproca, sec t = ——. Logo, sect = = =+
cost =1 — sen?s V1 — sen’t
Cossecante. Da identidade reciproca, csc r = sent

Problemas Complementares

5

. - L] 12 . ~ . IR
20.25 Se t ¢ um ponto no circulo unitdrio com coordenadas (_ﬁ, _E)’ encontre as seis fungdes trigonométricas de z.

Resp. sent = —12/13,cost = —5/13,tgt = 12/5, cotgt = 5/12,sect = —13/5,csct = —13/12

20.26 Se t € um ponto no circulo unitario com coordenadas (

), encontre as seis fungdes trigonométricas de z.

2 1
V5V

Resp. sent = —1/\[5, cos t = 2/\f5,tgt: —1/2,cotgt = —2,sect = \/5/2, eset = —\/5
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20.27

20.28

20.29

20.30

20.31

20.32

20.33

20.34

20.35

20.36

20.37

20.38

20.39

20.40

20.41

20.42

Encontre as seis fung¢des trigonométricas de r.

Resp. sen m = 0, cos m = —1, tg m = 0, cotg 7 ndo € definida, sec # = —1, csc 7 ndo € definida

Encontre as seis funcdes trigonométricas de — /2.
Resp. sen (—m/2) = —1, cos (—m/2) = 0, tg (—m/2) ndo € definida,
cotg (—m/2) = 0, sec (—m/2) ndo € definida, csc (—7/2) = —1

Encontre as seis funcdes trigonométricas de 77/4.
Resp. sen (7w /4) = — 1/\/2,cos(Tm 1 4) = 1N/ 2,tg (T 4) = —
cotg(7m/4) = —1,sec(Tm/ 4) = 2, cse(Tmw/ 4) = —\/2

Prove que para todo ¢, sen(t + 27rn) = sen t para qualquer # inteiro.
Demonstre a identidade pitagérica cotg’ + 1 = csc’t.

Dados cos t= 2/5 e t no quadrante I, encontre as outras cinco fung¢des trigonométricas de 7.

Resp. sent="\V21/5,tgt="\V21/2,cotgt =2/\V2l,sect=5/2,csct=5/V21

Dados tg t= —2/3 e ¢ no quadrante IV, encontre as outras cinco funcdes trigonométricas de .

Resp. sent = —2/\/13,cost=3/\V13,cotgt = —3/2,sect =V 13/3,csct=—\V13/2
Dados cotg r = V5etno quadrante III, encontre as outras cinco fungdes trigonométricas de ¢.

Resp. sent:—ll\/g,cost:—\@/\/g,tgt: 1/\[5,sect:—\/6/\/§,csct:—\/g

Dados sect = —'53 e t no quadrante II, encontre as outras cinco fungdes trigonométricas de 7.
5 12 5 _ 13
Resp. sent = 13),cost 1y ler = —5hcotgr = —j5,e80t = 15

Dado sen ¢ = a, e t no quadrante II, encontre as outras cinco fungdes trigonométricas de z.

-V1—-d? 1 1
Resp. cost = =V'1 — d,tgt = —#,cotgt = ————,8eCt = ——————,C5Ct =
V1 —ad? “ V1 — a? “

Dado cos ¢ = a e t no quadrante IV, encontre as outras cinco fungdes trigonométricas de .

— 1 — 2
Resp. sent = —\V1 — a’tgt = %,cotgl = *%,sect = é,csct = —%
1 —a 1 —a

Dado tg r = a, e ¢ no quadrante II, encontre as outras cinco fungdes trigonométricas de ?.

1 1 -Va +1
Resp. sent = % cost= ——r cotgr = g sect = —Va* + lescr = ——;——

Va+ 1 Va2 + 1 “

Para um valor arbitrério de 7, expresse as outras fungdes trigonométricas em termos de tg 7.

1

1
,CO08t = T————cotg, _
V1o tg?t V1 + tg?s ! tgt’
V1 + 2
sect=i\/1+tg2z,csct:i%

tg

Resp. sen

Para um valor arbitrdrio de 7, expresse as outras fungdes trigonométricas em termos de cos .

V1 — cos?t cost
*V1 — cos’rtgt = (o7 OOtgl = E—
) V1 — cos’t

Resp. sent =

1

\/1 — cos’t

1
sect = ogpcsct =

Mostre que cosseno e secante sdo fungdes pares.

Prove que seno, tangente, cotangente e cossecante sao fungdes impares.



Graficos de Funcoes Trigonométricas

GRAFICOS DE FUNCOES BASICAS SENO E COSSENO

Os dominios de f{(f) = sen t e f(t) = cos ¢ sdo idénticos: todos os nimeros reais, R. As imagens dessas fungdes tam-
bém sdo idénticas: o intervalo [—1,1]. O gréfico de u = sen ¢ € mostrado na Fig. 21-1.

VANVANG:ANANY
N NS NS S

Figura 21-1

O gréfico de u = cos t € mostrado na Fig. 21-2.

ANIVANE \\VA YA
=N/ =\l N =\ -

Figura 21-2

PROPRIEDADES DOS GRAFICOS BASICOS

A funcgio f(r) = sen t € peridédica com periodo 27r. Seu grafico repete um ciclo, considerado como a por¢ao do gra-
fico para 0 = r = 2. O gréfico € frequentemente chamado de curva seno bdsica. A amplitude da curva seno basi-
ca, definida como metade da diferenca entre os valores maximo e minimo da fun¢@o, é 1. A funcdo f(r) = cos r é
também periddica com periodo 2. Seu grafico, dito a curva cosseno bdsica, também repete um ciclo, considerado
como a porgao deste grafico para 0 = ¢ = 24r. O gréfico pode igualmente ser visto como uma curva seno com am-
plitude 1, deslocada /2 para a esquerda.

GRAFICOS DE OUTRAS FUNCOES SENO E COSSENO

Os gréficos do que se segue sdo variagdes das curvas seno e cosseno basicas.

1. Graficosdeu = AsentE u = A cos t. O grafico de u = A sen ¢ para A positivo € uma curva seno basica, mas
dilatada por um fator de A e, portanto, com amplitude A, conhecida como uma curva seno padrdo. O gréafico de
u = A sen t para A negativo é uma curva seno padrdo com amplitude IAl, refletida em relac@o ao eixo vertical
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e conhecida como curva seno invertida. Analogamente, o grafico de u = A cos ¢ para A positivo € uma curva
cosseno basica, com amplitude |Al, conhecida como uma curva cosseno padrdo. O grafico de u = A cos ¢ para
A negativo € uma curva cosseno padrdo com amplitude |Al, refletida em relagdo ao eixo vertical e conhecida
como curva cosseno invertida.

. Griaficos de u = sen bt E u = cos bt (b positivo). O grifico de u = sen br é uma curva seno padrio, contraida

por um fator b em relag@o ao eixo x e, portanto, com periodo 27/b. O grafico de u = cos bt € uma curva cosse-
no padrdo com periodo 27/b.

. Graficosde u = sen(t — ¢) E u = cos(t — ¢). O gréafico de u = sen(t — ¢) é uma curva seno padrio transladada

lcl unidades para a direita se ¢ € positivo, transladada |cl unidades para a esquerda se ¢ € negativo. O grafico de
u = cos(t — ¢) é uma curva cosseno padrio transladada Ic| unidades para a direita se ¢ € positivo, transladada
lcl unidades para a esquerda se ¢ € negativo. ¢ € chamado de mudanca de fase. (Nota: A definicdo de mudanca
de fase nao € universalmente aceita.)

. Graficosde u = sent + d Eu = cost + d. O grifico de u = sen t + d € uma curva seno padrio translada-

da para cima |d| unidades se d € positivo, transladada Id| unidades para baixo se d € negativo. O gréfico de
u = cos t + d é uma curva cosseno padrio transladada para cima Id| unidades se d € positivo, transladada |d|
unidades para baixo se d € negativo.

. Graficos de u = A sen(bt — ¢)+d E u = A cos(bt — ¢)+d correspondem a combinagdes das caracteristicas

acima. Em geral, assumindo A, b, ¢, d positivos, os graficos sdo curvas padrdo seno e cosseno, respectivamente,
com amplitude A, periodo 27/b, mudanga de fase c/b e transladada para cima d unidades.

Exemplo 21.1 Esboce um grifico de u = 3 cos t.

O grafico (Fig. 21-3) é uma curva cosseno padrao com amplitude 3 e periodo 27r.

[

v
AGLAY

Figura 21-3

Exemplo 21.2 Esboce um grafico de u = —2sen 21.

O gréfico (Fig. 21-4) € uma curva seno padrdo invertida com amplitude | —2| = 2 e periodo 27/2 = 1.

AN

-1
-2

Figura 21-4
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GRAFICOS DAS OUTRAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

1. Tangente. O dominio da funcdo tangente € {t e Rt # 7 /2 + 2mn, 3w /2 + 2mwn} e aimagem € R. O gréfico
€ mostrado na Fig. 21-5.

TITRTTTT

5
-5

- 1 0 g
Figura 21-5

2. Secante. O dominio da funcdo secante é {f € Rlt # 7/ 2 + 27n, 37w /2 + 27n} e aimagem é (—o, —1 |
U [1, ). O grafico € mostrado na Fig. 21-6.

J U UL
AREiARA

Figura 21-6

3. Cotangente. O dominio da fun¢do cotangente € {¢ € Rlt 7 n} e a imagem € R. O grafico € mostrado na Fig.
21-7.

An 7 \

Figura 21-7
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4. Cossecante. O dominio da funcgdo cossecante € {r € Rlt # nw} e aimagem € (—, —1 ] U [1, »). O grafico é
mostrado na Fig. 21-8.

-7,5F

~-10t

Figura 21-8

Problemas Resolvidos

21.1 Explique as propriedades do grifico da funcéo seno.

Lembre-se que sen ¢ ¢ definido como a coordenada y do ponto P(#) obtido de um comprimento ¢l em torno do circulo
unitdrio a partir do ponto (1,0) (ver Fig. 21-9). A medida que ¢ aumenta de 0 a 77/2, a coordenada y de P() aumenta de
0 a 1; a medida que ¢t aumenta de 7/2 a 37/2, passando por 7, y diminui de 1 para —1, passando por 0; & medida que ¢
aumenta de 37/2 a 27, y aumenta de —1 para O (ver Fig. 21-10). Isso representa um ciclo ou periodo da funcéo seno;
uma vez que a mesma € periédica com periodo 27, o ciclo mostrado na Fig. 21-10 repete-se quando ¢ aumenta de 27
para 47, de 47 para 67 e assim por diante. Para 7 negativo, o ciclo também € repetido quando ¢ aumenta de —27 para
0, de —4m para —2m e assim por diante.

y u
©,1 !
_ il
PO = (x, ?/ 05
X t
(-1,0 (1,0
-0,5
0-1)
-1
Figura 21-9 Figura 21-10

21.2 Explique como esbocar um grafico de u=A sen(bt — c)+d.

1. Determine amplitude e formato: Amplitude = IAl. Se A € positivo, o grafico € uma curva seno padrio; se A € negati-
vo, o grafico € uma curva seno invertida. A altura maxima da curva € d+1Al, o minimo é d—1Al.

2. Determine periodo e mudanca de fase: Como sen 7 percorre um ciclo no intervalo 0 = 7 = 2, sen(bt — ¢) percorre
um ciclo no intervalo 0 = bt — ¢ =< 2; ouseja, c /b =t = (¢ + 2m) / b. O gréfico é uma curva seno padrio (ou
invertida) com periodo 27/b e mudanca de fase c/b.

3. Divida o intervalo de ¢/ b a (¢ + 2) / b em quatro subintervalos iguais e esboce um ciclo da curva. Para A positivo,
a curva aumenta de uma altura d para sua altura mdxima no primeiro subintervalo, decresce para d no segundo e para
sua altura minima no terceiro, para finalmente aumentar para d no quarto subintervalo. Para A negativo, a curva di-
minui de uma altura d para sua altura minima no primeiro subintervalo, aumenta para d no segundo e para sua altura
maxima no terceiro, e finalmente diminui para d no quarto subintervalo.

4. Exiba o comportamento da curva nos demais ciclos como pedido.
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21.3 Explique as propriedades do grafico da fungfo cosseno.

Lembre-se que cos ¢ € definida como a coordenada x do ponto P(¢) obtido de um comprimento |7l em torno do circulo
unitério a partir do ponto (1,0) (ver Fig. 21-11). A medida que ¢ aumenta de 0 para 1, passando por 7/2, a coordenada
x de P(r) diminui de 1 para —1, passando por 0; a medida que r aumenta de 7 para 27, passando por 377/2, x aumenta
de —1 para 1, passando por O (ver Fig. 21-12). Isso representa um ciclo ou periodo da funcdo cosseno; uma vez que a
mesma € periédica com periodo 27, o ciclo mostrado na Fig. 21-12 repete-se quando ¢ aumenta de 27 para 4, de 4
para 67 e assim por diante. Para 7 negativo, o ciclo também € repetido quando 7 aumenta de —27r para 0, de —41 para
—21r e assim por diante.

y u
©1 !
it
P(t) = (x, y 0,5
X t
-1,0) (1,0)
-0.5
©0.-1)
-1
Figura 21-11 Figura 21-12

21.4 Explique como esbogar um grafico de u=A cos(bt — ¢)+d.

1. Determine amplitude e formato: Amplitude = |Al. Se A € positivo, o grafico é uma curva cosseno padrio; se A ¢
negativo, o grafico € uma curva cosseno invertida. A altura maxima da curva € d+1Al, o minimo € d—1Al.

2. Determine periodo e mudanca de fase: Como cos 7 percorre um ciclo no intervalo 0 = 7 = 2, cos(bt — ¢) percorre
um ciclo no intervalo 0 = bt — ¢ = 2m; ou seja, ¢/b = t = (¢ + 2r). O gréfico € uma curva cosseno padrdo (ou
invertida) com periodo 27/b e mudanca de fase c¢/b.

3. Divida o intervalo de ¢/b a (c+2)/b em quatro subintervalos iguais e esboce um ciclo da curva. Para A positivo,
a curva diminui de uma altura mdxima para uma altura d no primeiro subintervalo, e para sua altura minima no
segundo e, entdo, aumenta para uma altura d no terceiro subintervalo, e para sua altura mdxima no quarto. Para A
negativo, a curva aumenta de sua altura minima para uma altura d no primeiro subintervalo, e para sua altura maxima
no segundo, entdo diminui para uma altura d no terceiro subintervalo, e para sua altura minima no quarto.

4. Exiba o comportamento da curva nos demais ciclos como pedido.

21.5 Esboce um gréfico de u = 6 sen %t.

Amplitude = 6. O gréfico € uma curva seno padrdo. Periodo = 27 + 1 /2 = 44r. Mudanga de fase = 0; d = 0. Divida o
intervalo de 0 a 47 em quatro subintervalos iguais e esboce a curva com altura mdxima 6 e altura minima —6. Ver Fig.
21-13.

Figura 21-13
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21.6 Esboce um grafico de u= 3 cosmt+2.

21.7

21.8

Amplitude = 3. O grafico € uma curva cosseno padrdo. Periodo = 27 + 7 = 2. Mudanca de fase = 0; d = 2. Divida o
intervalo de 0 a 2 em quatro subintervalos iguais e esboce a curva com altura mdxima 5 e altura minima —1. Ver Fig.
21-14.

Figura 21-14

Esboce um grafico de u= 2 sen(5¢t — ).

Amplitude = 2. O grafico é uma curva seno padrdo. Periodo = 27/5. Mudanca de fase = 7/5; d = 0. Divida o intervalo
de 7/5 a 37/5 (= mudancga de fase + um periodo) em quatro subintervalos iguais e esboce a curva com altura maxima
2 e altura minima —2. Ver Fig. 21-15.

A

T
5 5 5
-1
-2
Figura 21-15
. 1 T 3
Esboce um grafico de u = 5 cos 3t + 1 + >
Amplitude = % O gréfico € uma curva cosseno invertida. Periodo = 2777 Mudanga de fase = <—%> +3= —%. Di-

. . T TT,_
vida o intervalo de — 2372 (=

altura médxima 2 e altura minima 1. Ver Fig. 21-16.

mudanga de fase + um periodo) em quatro subintervalos iguais e esboce a curva com

2 u
1,5
0,5
= TR 5!
12 12 4

Figura 21-16
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21.9 Esboce um grafico de u= Isen ¢l.

O gréfico é o mesmo de u = sen ¢ nos intervalos nos quais sen ¢ € positivo, ou seja, (0,7), (2m,3m), (—2m,— ), etc. Nos

intervalos em que sen ¢ € negativo, ou seja, (m,2), (—,0) e assim por diante, como Isen 7| = —sen 7 em tais intervalos,
o grafico € o mesmo de u = —sen 7, ou de u = sen ¢ refletido em relac@o ao eixo ¢ (Fig. 21-17).
u
1
O 7
t
-2n - n 2r 3n 4n

Figura 21-17

21.10 Explique as propriedades do grafico da funcio tangente.

Lembre-se que tg ¢ € definida como a razdo y/x entre as coordenadas do ponto P(f) obtido de um comprimento Izl em
torno do circulo unitdrio a partir do ponto (1,0) (ver Fig. 21-18). A medida que 7 aumenta de O para 7/4, essa razio cres-
ce de 0 para 1; se ¢ continua a aumentar de 7/4 para /2, a razdo continua a crescer para além de quaisquer valores, ou
seja, se t — /2~ (se aproxima pela esquerda), tg t — . Assim, areta t = 7/2 € uma assintota vertical do grafico. Como
tangente ¢ uma fung@o fmpar, o grafico tem simetria em rela¢@o a origem, a reta t = — /2 é também uma assintota ver-
tical e a curva € como exibida na Fig. 21-19 no intervalo (—/2,7/2). Como a fun¢@o tangente tem periodo 7, o grafico
repete esse ciclo nos intervalos (7/2,37/2), (37/2,5m7/2), (—3m/2,—m/2) e assim por diante.

u
y

onh .

P(t) = (x,y) (IN2,1N2)
2 -1 4 2
-1.0) o
(IN2,-1W2)
(0,-1)
Figura 21-18 Figura 21-19

21.11 Esboce um gréfico de u= tg(t — 7/3).

O griéfico € o mesmo de u = tg r deslocado 77/3 unidades para a direita e tem periodo 7r. Como tg T percorre um ciclo
no intervalo —@/2 < T < 7/2, entdo tg(t — m/3) percorre um ciclo no intervalo —7/2 <t — @w/3 < /2, ou seja,
—/6 < t < 57/6. Esboce o grafico nesse intervalo e repita o ciclo com periodo 7.

LO#

-10

Figura 21-20
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21.12 Explique as propriedades e esboce o grafico da fungio secante.

Como sec ¢ € a inversa multiplicativa de cos ¢, € conveniente entender o grafico da fun¢@o secante em termos do gréifico
da fun¢do cosseno: a fung@o secante € par, tem periodo 27 e tem assintotas verticais nos zeros da fungdo cosseno, ou
seja, em t = /2 + 27rn ou 37/2 + 2arn, sendo n um inteiro qualquer. Quando cos t = 1, sec r = 1, ou seja, para r =
0+27rn, n inteiro. Quando cos r = —1, sec t = —1, ou seja, para t = 7r+27n, n inteiro. A medida que 7 aumenta de 0
para 7/2, cos t diminui de 1 para 0; assim sec r aumenta de 1 para além de quaisquer valores; quando ¢ aumenta de /2
para r, cos ¢ diminui de O para —1 e, portanto, sec ¢ aumenta de grandes valores negativos para — 1. Para desenhar o
gréfico de u = sec ¢, esboce um grafico de cos # (mostrado na curva tracejada da Fig. 21-21), marque assintotas verticais
nos zeros, e esboce a curva secante aumentando de 1 para valores grandes quando ¢ varia de 0 a /2 e aumentando de
grandes valores negativos para —1 quando 7 aumenta de /2 para 7. Use a propriedade par para desenhar a por¢io do
gréfico de — a 0 e, entdo, a periodicidade da funcdo para indicar demais por¢des do gréfico.

Figura 21-21

21.13 Esboce um gréfico de u=t¢sen t.

Como Isen#l = 1,0 = Ifl Isen ¢l = I7l, ou seja, — 7l = Itl Isen t| = ¢l para todo 7. Assim, o grafico de u = ¢ sen ¢ repousa
entre asretas u = te u = —t. Além disso,comotsent =0ems=nmwetrsent = = temt = nw+m/2, 0 grificode u =
¢ sen t tem interceptos £ em ¢ = nar e toca as retas em ¢ = nw+/2. A funcio € par; o grafico estd abaixo.

Uu
~ -
S -
RN 3n -
> -
S 2n e
S~ P
N -
t
< ~
s -N A\
" ~
’,/ 2n ~
~
- -3n <
e ~

Figura 21-22
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Problemas Complementares

21.14 Determine a amplitude e o periodo de (a) u= sen 7t; (b) u=2cost — 4.

Resp. (a) amplitude = 1, periodo = 2; (b) amplitude = 2, periodo = 2.

21.15 Esboce um grifico de (@) u= senwt; (b) u=2cost — 4.
Resp. (a) Fig.21-23; (b) Fig. 21-24.

u
1t )
-2r 2r 4r
0,5 -1
1
Z2 - ” 3
-4
0,
-5
-1 -6
Figura 21-23 Figura 21-24
21.16 Determine a amplitude, o periodo e a mudanga de fase de (a) u = %COS 2t;(b) u = — 2sen Gt - 7T) + 4.
Resp. (a) amplitude = 1, perfodo = 7, mudanga de fase = 0; () amplitude = 2, perfodo = 67, mudanca de fase = 3.

21.17 Esboce um gréfico de (a) u = %cosZt; (b) u= —2sen (%I - 77) + 4.
Resp. (a) Fig.21-25; (b) Fig.21-26.

64
5
L u
3
- n 2r ! 2
1
_ t
3 -3n 3n 6n
Figura 21-25 Figura 21-26

21.18 Determine o periodo de (a) u = tg % t; (b) u= —sec?2t.
Resp. (a) 2w (b)

21.19 Esboce um grafico de (a) u =tg % t; (b) u= —sec?2t.
Resp. (a) Fig.21-27; (b) Fig.21-28.
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U
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21.20 Esboce um grifico de (a) u = e 'cos’;

Resp. (a) Fig.21-29;

Figura 21-27

(b) Fig. 21-30.

u

Figura 21-29

(b) u=2—Icos tl.

u
4
2
_r ] n
2 2
Figura 21-28
2
.5
0.5
- n 2n

21.21 Explique as propriedades dos graficos das fun¢des cotangente e cossecante.

Figura 21-30



Angulos

ANGULOS TRIGONOMETRICOS

Um angulo trigonométrico € determinado por uma rotag¢ao de um raio em torno de seu extremo, chamado de vérti-
ce do angulo. A posi¢ao inicial do raio € chamada de lado inicial e a posi¢ao final de lado final (ver Fig. 22-1).

lado
final

lado
inicial

Figura 22-1
Se o deslocamento do raio a partir de sua posi¢ao inicial ocorre no sentido anti-horario, o angulo € associado a

uma medida positiva, e se for no sentido horario, uma medida negativa. Um angulo zero corresponde a um deslo-
camento zero; os lados inicial e final de um angulo zero sdo coincidentes.

ANGULOS EM POSICAO CANONICA

Um angulo estd em posi¢do candnica em um sistema de coordenadas cartesianas se seu vértice estd na origem e seu
lado inicial estd no eixo x positivo. Angulos em posicio candnica sio classificados pelos seus lados finais: se o lado
final repousa sobre um eixo coordenado, o angulo € dito angulo quadrante; se o lado final estd no quadrante n, o
angulo é chamado de angulo quadrante n (ver Figs. 22-2 a 22-5).

Angulo positivo Angulo negativo Angulo positivo Angulo negativo
quadrante quadrante quadrante IV quadrante Il
y y y y

A A A

x| — > —-Q?_» _—%)-)

Figura 22-2 Figura 22-3 Figura 22-4 Figura 22-5
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MEDIDA DE ANGULOS EM RADIANOS

No célculo, os dngulos geralmente sdo medidos em radianos. Um radiano € definido como a medida de um angulo
que, se colocado com vértice no centro de um circulo, compreende (intercepta) um arco de comprimento igual ao
raio do circulo. Na Fig. 22-6, o angulo 0 tem medida de 1 radiano.

Figura 22-6

Como a circunferéncia de um circulo de raio r tem comprimento 277, um angulo positivo de uma volta completa
corresponde a um comprimento de arco de 277 e, dessa forma, mede 27 radianos.

Exemplo 22.1 Desenhe exemplos de dngulos com medidas 77, % e 3777- radianos.

Medida = Medida 7/2 Medida 37/2

y
A
—(—ﬁl—))x X X

Figura 22-7

COMPRIMENTO DE ARCO E RADIANOS

Em um circulo de raio r, um angulo 6 em radianos corresponde a um comprimento de arco s = r 6.

Exemplo 22.2 Determine o raio de um circulo no qual um angulo central de 3 radianos corresponde a um arco
de 30 cm de comprimento.

Como 6 =3 es =30cm, 30 cm = 3r; portanto, r = 10 cm.

MEDIDA EM GRAUS

Em aplicacdes, angulos sdo comumente medidos em graus (°). Um angulo positivo de uma volta completa tem
360°. Logo, 27 radianos = 360°, ou

180° = 7r radianos

Para transformar radianos em graus, use essa relagdo na forma 180°/7r = 1 radiano e multiplique a medida em ra-
dianos por 180°/7r. Para transformar graus em radianos, use a relagdo na forma 1° = 7/180 radianos e multiplique
a medida em graus por 7/180°. A tabela seguinte resume as medidas de angulos notaveis:
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Medida em graus 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 270° 360°
. . 0 m ™ m ™ 21 37 S T 37 2a
Medida em radianos 6 4 3 2 3 e e 5

Exemplo 22.3 (a) Transforme 210° em radianos. (b) Transforme 67 radianos em graus.

(a) 210° =210°- 127370° radianos = 7%Tradianos; (b) 6 7 radianos= 677 - %OO— = 1080°

GRAUS, MINUTOS E SEGUNDOS

Se medidas menores que um grau sdo exigidas, o grau pode ser subdividido em fragcdes decimais. Alternativamen-
te, um grau € subdividido em minutos (") e segundos (”). Assim, 1° = 60" e 1’ = 60"; portanto, 1° = 3600".

Exemplo 22.4 Transforme 35°24'36" em graus decimais.

on ! "o % 36 )o _ o
35924'36" = (35 + 60 + 3600) 3541

TERMINOLOGIA PARA ANGULOS ESPECIAIS

Um angulo com medida entre 0 e 77/2 radianos (entre 0° e 90°) € chamado de dngulo agudo. Um angulo de medida
/2 radianos (90°) € dito um angulo reto. Um angulo com medida entre /2 e 7r radianos (entre 90° e 180°) € co-
nhecido como angulo obtuso. Um angulo de medida 7 radianos (180°) € chamado de angulo raso. Um angulo €
comumente nomeado por sua medida; assim, § = 30° significa que 0 tem medida de 30°.

ANGULOS COMPLEMENTARES E SUPLEMENTARES

Se a e 3 sdo dois angulos, de forma que o + B = @/2, o e 3 sdo chamados de angulos complementares. Se o e 3
sdo dois angulos, tais que a + 3 = m, « e B sdo ditos angulos suplementares.

Exemplo 22.5 Encontre um dngulo complementar de 6 se (@) 0 = 7/3; (b) 6 = 37°15'.

(a) O angulo complementar de 0 € % — 0= % - % = %

(b) O angulo complementar de 6 ¢ 90° — 6 = 90° — 37°15" = 89°60" — 37°15" = 52°45'.

ANGULOS COTERMINAIS

Dois angulos em posi¢ao candnica sdo coterminais se eles tém o mesmo lado final. Existe um nimero infinito de
angulos coterminais com um dado angulo.

Para um angulo coterminal com um dado angulo, some ou subtraia 27 (se o angulo € medido em radianos) ou
360° (se o angulo € medido em graus).

Exemplo 22.6 Encontre dois Angulos coterminais com () 2 radianos; (b) —60°.

(a) Coterminais com 2 radianos siao 2+27r e 2—27r radianos, entre muitos outros.
(b) Coterminais com —60° sdo —60° + 360° = 300° e —60° — 360° = —420°, bem como muitos outros angulos.

FUNCOES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

Se 0 € um angulo com medida ¢ radianos, entdo o valor de cada funcdo trigonométrica de 6 € seu valor no nimero
real 7.

Exemplo 22.7 Encontre (a) cos 90°; (b) tg 135°.
(a) cos 90° = cos T = 0: (b) tg 135° = tg (135° - Jgo) = tg

3T

g =1
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS EXPRESSAS COMO RAZOES

Seja 6 um angulo em posi¢do candnica e P(x,y) um ponto qualquer, exceto a origem, sobre o lado final de 6. Se
r = Vx* + y?>éadistancia de P a origem, ento as seis fun¢des trigonométricas de 0 sio dadas por:

Y _r
senf = . csch =3 (sey # 0)
cosfh = % sech = § (sex # 0)
_Y X
tgh = (sex #0) cotgh = y (sey # 0)

Exemplo 22.8 Seja 6 um dngulo em posigio candnica, sendo P(—3,4) um ponto sobre o lado final de 6 (ver Fig.
22-8). Encontre as seis fungdes trigonométricas de 6.

y
A

P(-34
0
=X

Figura 22-8

x=—3,y=4,r=\/x2+y=\/(—3)2+42:5;10go,
_r_4 _x_-3__3 _r_4 _ 4
sen()—r—5 cosh =5 = 5~ 73 tg@—x—_3— 3
_r_s _r_5 _ .5 _x_-3__3
cscO—y—4 sec@—x—_B— 3 cotg@—y— 2 " a4

FUNCOES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUDOS

Se 6 € um angulo agudo, pode ser considerado como um angulo interno de um triangulo retangulo. Colocando 6 na
posi¢do candnica e chamando os lados do tridngulo retangulo de hipotenusa (hip), oposto (opt) e adjacente (adj), os
comprimentos dos lados adjacente e oposto sdo as coordenadas x e y, respectivamente, de um ponto no lado final
do angulo. O comprimento da hipotenusa é r = Vx> + y? (ver Fig. 22-9).

%\
P(adj,opt)

hi
> opt

- X
adj

Figura 22-9



CaPiTULO 22 ¢ ANGULOS

Para um angulo agudo 6, as fungdes trigonométricas de 0 sdo:

— >

_ Y _opt _r _ hip
sen0—7—hip cscé?—y—opt
_x _ adj _,»_hip
cos@—;—Tip sec@—;—fadj
Yy _ opt _x _ adj
tgg_}_Tdi COtg@—*—ﬁ

Exemplo 22.9 Encontre as seis fungdes trigonométricas de # como exibido na Fig. 22-10.

%5
(2}

12

Figura 22-10

Para 6, como mostrado acima, opt = 5, adj = 12 e hip = 13 e, portanto,

sen(9=%=i cosG=Ldj:2 t49=%=i
hip 13 hip 13 EV T a4 T 12
csc(9=hi7p=E sec0=hiip=E cot0=a7dj=£
opt 5 adj ~ 12 &Y = opt =5

ANGULOS DE REFERENCIA

O angulo de referéncia para 6, um angulo que nio € quadrante e em posicdo candnica, € o angulo agudo 6, entre o
eixo x e o lado final de 6. A Fig. 22-11 mostra angulos e angulos de referéncia para casos 0 < 6 < 27. Para deter-
minar angulos de referéncia para outros angulos ndo quadrantes, primeiro some ou subtraia mdltiplos de 27 para
obter um angulo coterminal com 6 que satisfaca 0 < 6 < 2.

Quadrante | Quadrante Il Quadrante Il Quadrante IV
A A A A
] 0 ] 0
R
= = s X [ >
0, =0 O,=7—0 0,=0—m 0, =2m— 0
=180°— 6 =6 — 180° =360°— 6

Figura 22-11

FUNCOES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS EM TERMOS
DE ANGULOS DE REFERENCIA

Para qualquer angulo ndo quadrante 0, cada funcdo trigonométrica de 6 tem o mesmo valor absoluto dessa fungao
trigonométrica aplicada a 6. Para calcular uma func¢do trigonométrica de 0, calcule a fun¢do de 6, e, entdo, use o
sinal correto para o quadrante de 6.
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Exemplo 22.10 Calcule cos 7.

O angulo de referéncia para %Tﬂ- um angulo do segundo quadrante, é m — %T = % No quadrante II, o sinal da

37 _ ™ 1

= —COS—H = —~—.
4 4 V2

funcdo cosseno € negativo. Logo, cos

Problemas Resolvidos

22.1 Liste todos os Angulos coterminais com (a) 40°; () 2?77 radianos.

(a) Para encontrar angulos coterminais com 40°, some ou subtraia qualquer multiplo inteiro de 360°. Assim, 400°
e —320° sdo exemplos de angulos coterminais com 40°; e todos os angulos coterminais com 40° podem ser
expressos como 40° + n 360°, sendo n um inteiro qualquer.

(b) Para encontrar angulos coterminais com 27r/3, some ou subtraia qualquer multiplo inteiro de 2. Assim, 87/3
e —4m/3 sdo exemplos de angulos coterminais com 27/3; e todos os angulos coterminais com 27/3 podem ser
expressos como 27/3 + 2mn, sendo n um inteiro qualquer.

22.2 Encontre as fungdes trigonométricas de (a) 180° (b) —360°.

(a) 180° = r radianos; logo, sen 180° = sen m = 0, cos 180° = cos m = —1, tg 180° = tg m = 0, cotg 180°= cotg 7
nao € definido, sec 180° = sec 7w = —1, csc 180° = csc 7 ndo se define.

(b) —360° = —2m radianos; logo, sen(—360°) = sen(—2m) = 0, cos(—360°) = cos(—2m) = 1, tg (—360°) = tg
(—2m) = 0, cot(—360°) = cot(—27) nao se define, sec(—360°) = sec(—2m) = 1 e csc(—360°) = csc(—277) ndo se
define.

22.3 Encontre um dngulo suplementar para 6 se (a) 6 = 7/3; (b) 6 = 37°15'.
T, T 27
(a) Suplementar de 3ém -3 =3

(b) Suplementar de 37°15" € 180° — 37°15" = 179°60" — 37°15" = 142°45'.

22.4 Transforme 5 radianos em graus, minutos e segundos.

Primeiro observe que 5 radianos= 5 - 1§TO = @ =~ 286,4789°. Para transformar isso em graus e minutos, escreva
. o , 4789° o, 4789° 60" _ o ,
286,4789° = 286° + 10000 = 286° + 10000 1° 286° + 28,734

Para transformar em graus, minutos e segundos, escreva

o " o , o, 734" o , 4 1347 60" _ onqQ? "
286° + 28,734" = 286° + 28’ + 1000 = 286° + 28" + 1000 1~ = 286°28'44,04
22.5 Transforme 424°34'24"” em radianos.
Primeiro note que 424°34'24" = (424 + % + %)O =~ 424,57333°. Para transformar isso em radianos, escreva

™

424,57333° = 424,57333° - 180° = 7,41 radianos.

22.6 (a) Obtenha arelagdo s = rf. (b) Encontre o angulo, em radianos, definido por um arco de 5 cm de compri-
mento em um circulo de raio 3 cm. (¢) Encontre a distancia em linha reta percorrida por um ponto localiza-
do em uma roda de bicicleta com raio de 26 polegadas, quando a roda faz 10 rotagdes.
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(a) Desenhe dois circulos de raio r, como mostrado na Fig. 22-12.

51

/N D

Figura 22-12

Da geometria plana sabe-se que a razio entre comprimentos de arco € igual a razdo entre os angulos. Assim,

Se 0, = 1 radiano, entdo, s, = r; logo,% = % ou seja, s = r0.
(b) Use s =rf coms = Scme r = 3cm, ou seja, 5 = 36; logo, 6 = %radianos.

(¢) Primeiro observe que 10 rotagdes representam um angulo de 10 - 27 = 207 radianos. Portanto,
s = rf = 26 polegadas - 207 radianos = 5207 polegadas = 136 pés.

22.7 Mostre que as defini¢des das funcdes trigonométricas expressas como razdes sdo consistentes com as defi-
nicdes das fungdes trigonométricas de angulos.

Seja 6 um angulo ndo quadrante em posi¢ao candnica. Escolha um ponto arbitrario Q(x,y) sobre o lado final de 6 (ver

Fig. 22-13).
y
A
(]
B__ A (0] -
(xl,)’l)
o@x.y)

Figura 22-13

Entdo, r = Vx? + y2 Seja P(x;,y,) um ponto sobre o lado final de 6, tal que V'x? + y? = 1. Logo, P estd sobre o cir-
culo unitdrio e sen 6 = y,. Sejam A e B pontos do eixo x, obtidos respectivamente a partir de P e Q, por retas perpendi-
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culares a0 mesmo eixo; entdo, os tridngulos OAP e OBQ sio similares e, por isso, as razdes entre lados correspondentes
sdo iguais, ou seja,

DA
o
Como y e y, ttm o mesmo sinal, segue-se que
_7
T

Portanto, sen 6 =y, = %e as duas defini¢des para fungdo seno sdo consistentes. A demonstracio € facilmente estendida
para outras fungdes trigonométricas e para angulos quadrantes.

22.8 Se 6 estd em posicdo candnica e (—20,21) repousa sobre seu lado final, encontre as fungdes trigonométricas

de 6.
x=—20ey=21;logo, r = Va2 + ¥ = \/(720)2 + 212 = 29. Portanto,
G_X_A O_X__ZO__& B_y_A__zil
TrT29  OSYTFT 9 T 729 TXT 200 20
g=r -2 g=r-2 _ 2 g=%-=20_ 20
sl =y = o1 U= YT 207 T20 YT 21 T 21

22.9 Se 6 esta em posicdo candnica e seu lado final esta no quadrante I e sobre a reta y= 2x, encontre as fungdes
trigonométricas de 0.

Para encontrar as fungdes trigonométricas de 6, qualquer ponto no lado final pode ser escolhido; se x = 1, entdo, y = 2
er= Va2 + y = V12 + 22 = /5, Portanto,

sen0={=% 0030:§:% tg0=%=%=2
r \/g r \/g x 1
CSCG:sz sec@=;=T=\£ cotg0=y=§

22.10 Se 6 € um angulo agudo, encontre as outras fungdes trigonométricas de 8, dado
(a) senf =3 (b) tgh = 2.

(a) Desenhe uma figura. No tridngulo retdngulo, considere opt = 3 e hip = 5. Assim, o terceiro lado € obtido pelo
teorema de Pitdgoras: adj = V52 — 32 = 4. Ver Fig. 22-14.

5
3
0
Figura 22-14
Logo,
_opt _3 _adi_ 4 _ ot _3
senf hip 5 cosf = hip 5 tgo = adj 4
_hip _5 _hip _5 _ad 4
cscl opt 3 sec = adj — 4 cotgf = opt ~ 3

(b) Desenhe uma figura. No tridngulo retangulo, considere opt = 2 e adj = 3. Assim, o terceiro lado € obtido pelo
teorema de Pitdgoras: hip = V2% + 32 = V13. Ver Fig. 22-15.

a
3

Figura 22-15
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Logo,

_opt 2 _ad_ 3 ot _2
senf = = cosf = = tgo = adj ~ 3

hlp \/13 hlp \/]3
hip V13 S _hip V13 adj 3

cs06=ﬁ— 5 ech = ad;

-3 cotgf = opt =5

22.11 Encontre as funcdes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.

Para determinar as fungdes trigonométricas de 30° e 60°, desenhe um tridngulo retangulo com angulos 30° e 60° (Fig.

22-16). Como o lado oposto ao angulo de 30° € metade da hipotenusa, para 30° faca opt = 1 e hip = 2. Portanto, do
teorema de Pitdgoras, adj = V3.

Tridngulo retangulo 30-60° Tridngulo retangulo isésceles

1
45° i
N3] 1
Figura 22-16 Figura 22-17
Logo,
o _opt 1 o_adj_\/§ oopt |
sen30 “hip 2 cos 30 “hip - 2 tg 30° = adj = 3
o _hip 2 _ ,_hip ,_adi V3
csc30° = opt 1 2 sec30° = adj = 3 cotg30° = opt = 1 V3

A Figura 22-16 também pode ser usada para determinar as funcdes trigonométricas de 60°, a despeito do angulo de
60° ndo se encontrar na posicdo candnica. Fazendo opt = \/g, adj = 1 e hip = 2, tem-se

,_opt 3 o _adj o _OPt _ V3
sen 60 “hip - 2 cos 60 “hip 2 tg 60° = adj =1 T V3
. hip 2 . hip 2 . adj 1

csc60 = opt 3 sec 60 ad 1 2 cotg60 = opt 3

Para encontrar as fungdes trigonométricas de 45°, desenhe um tridngulo retangulo isdsceles (Fig. 22-17). Fazendo
opt =1,adj = 1lehip = \/5, tem-se

s,en45°=%=L cos45°=a\fdj=L t45°=g=1=1
hip ~ /3 hip ~ /3 & adj 1
,_hip V2 . _hip 2 o_adj
csc45 ZWZT:\/E sec45® = ad] =T=\/2 cotg45 = opt =T=1

22.12 Faca uma tabela das fungdes trigonométricas de 0, 7/6, /4, /3 e /2 radianos.

As funcdes trigonométricas de 0 e 7/2 radianos sio as mesmas das fungdes dos nimeros reais 0 e 7/2, respectivamente,
calculadas nos Problemas 20.7 e 20.8. As fun¢des trigonométricas de /6, /4 e /3 sdo as mesmas de 30°, 45° e 60°,
calculadas no Problema 22.11. Resumindo, tem-se a seguinte tabela (“N” significa “nao definido”):
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0 (radianos) 0 (graus) sen6 cos 0 tg 6 cotg 0 sec 0 csch
0 0° 0 1 0 N 1 N
l6 30° 12 V312 1/\V3 V3 2/\V3 2
/4 45° 1/V2 1/1V2 1 1 V2 V2
/3 60° V372 12 V3 1/V3 2 2/\V3
/2 90° 1 0 N 0 N 1

22.13 Mostre que para qualquer angulo diferente de um multiplo inteiro de 90°, cada fun¢do trigonométrica de 6
tem o mesmo valor absoluto da mesma funcéo trigonométrica de seu dngulo de referéncia 6.

As quatro possiveis posicdes de 6 e 0, sdo mostradas na Fig. 22-18.

Quadrante | Quadrante Il Quadrante Il Quadrante IV
y y y y
APy (xy A A

R AN AN
ol i >* A0 > PAN (TR
P(x.y)

Figura 22-18

Em cada caso, seja P(x,y) um ponto no lado final de 6, desenhe uma reta a partir de P e perpendicular ao eixo x no ponto
A. No tridingulo OAP, 0 ¢ um angulo agudo com opt = Iyl, adj = Ixl e hip = Vx? + y? = r.

Portanto,

y X y
= ‘7‘ = senf, |cosf| = ‘%‘ = |7| = cosf, [tg 6] = ‘%‘ = u =1tg0

)" -
x| .

[senf| = ‘7

e analogamente para as outras funcdes trigonométricas.

22.14 Encontre o angulo de referéncia para (a) 480°; () —3777 radianos.

(a) Primeiro note que 480° — 360° = 120° € um angulo entre 0° e 360° coterminal com 480°. Como 90° < 120° <
180°, 120° € um angulo do segundo quadrante. Logo, o angulo de referéncia para 120° e, portanto, para 480°, & 180°

— 120° = 60°.
(b) Primeiro note que —3777 + 27 = %T ¢ um angulo entre 0 e 27 radianos, coterminal com —%T. Como
T < 5771' < 37, 5771- é um angulo do terceiro quadrante. Logo, o angulo de referéncia para 5777 e, portanto, para
37 S T
—3 ¢ T4
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22.15 Encontre as funcdes trigonométricas para (a) 480°; (b) —3777 radianos.

(a) Para encontrar as fungdes trigonométricas de um angulo, encontre as fun¢des de seu angulo de referéncia e
considere o sinal correto de acordo com o quadrante. 480° € um angulo do segundo quadrante. No quadrante 11,
Seno e cosseno sao positivos e as outras fungdes trigonométricas sdo negativas. Usando o angulo de referéncia
encontrado no problema anterior, tem-se:

sen480° = sen 60° = % cos480° = —cos60° = —% tg480° = —tg 60° = -3
2 1

csc480° = csc 60° = —= sec480° = —sec 60° = —2  cotg480° = —cotg60° = ——~=

V3 V3

(b) —3m/4 € um angulo do terceiro quadrante. No quadrante III, tangente e cotangente sdo positivas e as demais
fungdes trigonométricas sdo negativas. Usando o angulo de referéncia encontrado no problema anterior, tem-se:

37 T 1 37 T 1 3 T
sen( ———) = —sen—, = —— cos| ——) = —cos— = —— tg(——) = tge =1
< 4 ) 4 V2 ( 4 ) 4 V2 g( 4 ) gy
csc(—%) = —csc% = —\6 sec(—%) = —sec% =-V2 cotg(—%) = Cotg% =1
. . 1 . \3
22.16 Encontre todos os angulos 6, 0 = 0 < 27, tais que (a) sen0 = 2 (b) senb = -

A funcgdo seno € crescente no intervalo de 0 a 77/2; assim, € uma func@o injetora sobre este intervalo. Para valores de a
no intervalo 0 < a < 1 a notagio ¢ = sen”'a é usada para denotar o tinico valor # no intervalo 0 =< ¢ < 7/2 tal que sen ¢
= a. (Ver Capitulo 25 para uma discussdo mais completa a respeito de fungdes trigonométricas inversas.)

(a) Da tabela no Problema 22.12, sen % = % assim, %— = sen”! % Como a fung¢do seno € positiva nos quadrantes
I e II, hd também um angulo # no quadrante II com 4ngulo de referéncia e sen 6 = L Este angulo deve ser
(Y T 5T -~ A 6 2
T 6= 6" Logo, X3 e 5 s30 os dois angulos procurados.
T _ V3 .om_ 1 V3 ~ ( .
(b) Da tabela no Problema 22.12, sen 3 = 5 sassimz =sen  ——. Como a funcdo seno € negativa nos quadran-

N = : A A T
tes III e IV, os angulos procurados sdo 6, e 6, em tais quadrantes, com angulo de referéncia 3 esen 0, =senf, =

—g. No quadrante IIL, 6, — 7 = %; assim, 0, = 4777- No quadrante IV, 27 — 0, = %; logo, =0, = STW

22.17 Encontre todos os angulos 6, 0 = 0 < 27, tais que (a) cosf = %[; (b) cosh = —%.
2

A funcgio cosseno € decrescente no intervalo de 0 a 7/2; assim, € injetora sobre esse intervalo. Para valores de a no in-
tervalo 0 < a < 1 a notaciio t = cos ™ 'a & usada para denotar o tinico valor ¢ no intervalo 0 < ¢ < 7/2, tal que cos t = a.

o _ 1

LG

™ | ~ P
= cos~!'——. Como a fungdo cosseno € positiva nos qua-

T4 V2

(a) Da tabela no Problema 22.12, cos ; assim

drantes I e IV, hd também um angulo 6 no quadrante IV com angulo de referéncia % ecosf = L\/ Esse angulo
2
deve satisfazer 2w — 6 = %; logo, 6 = %T Assim, Te ?Tﬂ- sdo os dois angulos procurados.
(b) Da tabela no Problema 22.12, cos% = %; assim, % = cos™! % Como a funcao cosseno € negativa nos quadrantes
II e III, os 4ngulos procurados sdo 6, e 6,em tais quadrantes, com angulo de referéncia %e cosf, = cosf, = —%. No
T . 2 T 4ar
quadrante I, 7 — 0, = 3 assim, 0, = 3 No quadrante IIL, 6, — 7 = 3 logo, 0, = 3
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22.18

22.19

22.20

22.21

Encontre todos os angulos 6, 0° = 6 < 360°, tais que (a) tg6 = \/g; (b) tgh = —1.

A funcdo tangente € crescente no intervalo de 0 a 77/2; assim, € injetora sobre esse intervalo. Para valores ndo negativos
de a, a notacio ¢ = tg~ ! a é usada para denotar o tnico valor 7 no intervalo, tal que tg f = a.

(a) Da tabela no Problema 22.12, tg % = \6; assim, % = tgfl\/g. Logo, 60° ¢ um angulo procurado.

Como a fungédo tangente € positiva nos quadrantes I e III, ha também um angulo 6 no quadrante III com angulo de
referéncia 60° e tgf = V3. No quadrante III, 6 — 180° = 60°; assim, 8 = 240°. Os angulos procurados sdao 60°
e 240°.

(b) Da tabela no Problema 22.12, tg % = 1; assim, % = tg~' 1. Como a funcio tangente é negativa nos quadrantes II
e IV, os angulos procurados sdo 0, e 6, em tais quadrantes, com angulo de referéncia % = 45°. No quadrante II,

180° — 6, = 45°; assim, 6, = 135°. No quadrante I'V, 360° — 6, = 45°; logo, 0, = 315°.

Use uma calculadora cientifica para determinar valores aproximados de (a) sen 42°; (b) cos 238°;
(c) tg(—61,5°); (d) sec 341°25".*

Ao usar uma calculadora cientifica para cdlculos trigonométricos, € preciso ter certeza de que o modo correto (modo
grau ou modo radiano) € selecionado. Consulte o manual da calculadora para instrugdes sobre selecao de modos. No
presente problema, coloque a calculadora no modo grau. (a) sen 42° = 0,6691; (b) cos 238° = —0,5299; (¢) tg(—61,5°)
= —1,8418. (d) Secante nio pode ser determinada diretamente em uma calculadora; use uma identidade trigonométrica:

1 1

sec(41725) = S (Ba19257) — cos (341 + 25/60)°

= 1,055

Use uma calculadora cientifica para encontrar valores aproximados de (a) sen 3; (b) cos(—5,3);
(c) tg(2,356); (d) cotg(12,3).
Ver comentdrios no problema anterior. Neste problema, coloque a calculadora em modo radiano. (a) sen 3 =

0,1411; (b) cos(—5,3) = 0,5544; (c) tg(2,356) = —1,0004. (d) Cotangente nio pode ser calculada diretamente
em uma calculadora; use uma identidade trigonométrica:

1

cotg(12,3) = m =

—3,6650

Use uma calculadora cientifica para encontrar valores aproximados para todos os angulos 6, 0 = § <2,
tais que

(a) sen 6 = 0,7543 (b) tg0 = —4,412
Coloque a calculadora no modo radiano.

(a) Primeiro encontre sen”'0,7543 = 0,8546. Como a fungio seno € positiva nos quadrantes I e II, existe também um
angulo 6 no quadrante II com angulo de referéncia 0,8546 e sen 6 = 0,7543. Esse angulo deve ser m — 0,8546 =
2,2870. Portanto, 0,8546 e 2,2870 sdo os dois angulos procurados.

(b) Primeiro encontre tg~'4,412 = 1,3479. Como a funcdo tangente é negativa nos quadrantes II e IV, os angulos
procurados sdo 6, e 0, nestes quadrantes, com angulo de referéncia 1,3479. No quadrante II, w — 6, = 1,3479;
assim, 0, = 1,7937. No quadrante IV, 27 — 6, = 1,3479; logo, 0, = 4,9353.

* N. de T.: O leitor deve observar que o autor recorre a calculadoras cientificas no momento de estimar as fungdes trigonomé-
tricas de angulos ndo notdveis, como os apresentados neste exercicio. Isso € porque seno e cosseno sio usualmente definidas
como solucdes de uma equagdo diferencial com especificas condi¢des de contorno, e ndo da forma como este autor apresenta.
Tais solucdes podem ser representadas por meio de séries de poténcias que efetivamente viabilizam o cdlculo de seno e cosse-
no em calculadoras para qualquer angulo, desde que tais séries sejam truncadas. No entanto, esses conteidos sdo acessiveis so-
mente apds um curso introdutdrio de calculo diferencial e integral, assunto que no Brasil se estuda somente no ensino superior.
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Use uma calculadora cientifica para encontrar valores aproximados para todos os angulos 60, 0° = 6 < 360°,
tais que (a) cos 6 = 0,8455; (b) csc 6 = —3;sec 6 = 0,333.

Coloque a calculadora no modo grau.

(a) Primeiro encontre cos™ 10,8455 = 0,5633 = 32,27°. Como a fung@o cosseno € positiva nos quadrantes I e IV, existe
também um angulo 6 no quadrante IV com angulo de referéncia 32,27° e cos 6 = 0,8455. Tal angulo deve satisfazer
360° — 6 = 32,27°; portanto, 6 = 327,73°. Assim, 32,27° e 327,73° sdo os dois angulos procurados.

(b) Cossecante nao pode ser calculada diretamente em uma calculadora; use uma identidade trigonométrica. csc 6 = —3
é equivalente a 1/(sen §) = —3, ou seja, sen 6 = —%.

Primeiro encontre sen” ! %.I 0,3398 = 19,47°. Como a fungdo seno € negativa nos quadrantes III e IV, os angulos

procurados sdo 6, e 6, nesses quadrantes, com angulo de referéncia 19,47° e sen 6, = sen 6, = —3. No quadrante III,
0, —180° = 19,47°; assim, 0, = 199,47°. No quadrante IV, 360° —0, = 19,47°, logo 6, = 340,53°.

(c) Nao existe angulo que satisfaca sec 6 = 0,333, uma vez que 0,333 ndo pertence a imagem da fungio secante. Uma
calculadora retornard uma mensagem de erro.

Problemas Complementares

22.23

22.24

22.25

22.26

22.27

22.28

22.29

Liste todos os angulos coterminais com (a) 6 radianos; (b) 60 graus.

Resp. (a) 6+2mn, sendo n um inteiro qualquer; (b) 6 + n360°, sendo n um inteiro qualquer.

Encontre as fungdes trigonométricas de 270°.

Resp. sen 270° = —1, cos 270° = 0, tg 270° ndo € definido, cotg 270° = 0, sec 270° ndo € definido, csc 270° = —1.

Complete a demonstrag@o no Problema 22.7 de que as defini¢des das funcdes trigonométricas como razdes sdo consis-
tentes com as defini¢des das funcdes trigonométricas de angulos.

Determine (a) senl120°; (b) coss?ﬂ-;

Vi -YE 0 -t @ VE @ -2

(c) tg(—45°); (d) cotg%ﬂ; (e) sec240°; () csczTTr.
Resp. (a) 0] 2

P V3
Determine (a) sen 7fﬂ'; (b) cos450° (c) tg 8?77; (d) cotg(—720°); (e) sec ”TW; (f) csc(—510°).

Resp. (a) —%; ) 0; (o) —\/g; (d) ndo € definida; (e —%; 0 —2

Se 6 estd em posicdo candnica e (—1,—4) estd sobre seu lado final, encontre as funcdes trigonométricas de 6.

V17

,tg 0 =4, cotgd =%,sec0: -V 17,csch = i

Resp. sen = — ,Cos0 = —

4 1
V17 V17

Se 6 € um angulo agudo, encontre as outras fun¢des trigonométricas de 6, dado

_ 12, _ 5. 1
(a) sen = 13’ (b) cosh = 7 (c) tg6 = 7\6
_5 _ 12 _5 ) 13
Resp. (a)cos = 13 tgh = 5> cotgh = 12 sech = 5 csch = 2

(b)senh = ﬁ, tgh = %, cotgf = S sech = %, csch = T

7 V24’ V24

(c)senf = L\f’ cosf = \/% cotgh = V2, sech = \/3, csch = V3
3
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22.30

22.31

22.32

22.33

Se 6 estd em posicao canodnica e seu lado final estd no quadrante II e sobre a reta x+3y= 0, encontre as fungdes trigo-
nométricas de 6.

Resp. senf = #, cosf = —i, tgf = —%, cotgh = —3, sech = — 310, csch = V10
V10 V10
Encontre valores aproximados para todos os angulos 6, 0 = 6 < 21, tais que

(a) sen§ = 0,1188; (b) tgh =8,7601; (c) secH = —2,3.

Resp. (a) 0,1191;3,0225; (b) 1,4571;4,5987; (c) 2,0206; 4,2626

Encontre valores aproximados para todos os angulos 6, 0° = 6 < 360°, tais que
(a) cos 8 =0,0507; (b) cotgf =062; (c) csch = —5,2.
Resp. (a) 87,09°,272,91°; (b) 0,92°,180,92° (c) 191,09°, 348,91°

A velocidade angular w de um ponto em movimento circular € definida como o quociente 6/t, onde 6 ¢ o angulo em
radianos percorrido pelo ponto no intervalo de tempo .

(a) Determine a velocidade angular de um ponto que percorre um angulo de 4 radianos em 6 segundos.
(b) Determine a velocidade angular de um ponto no aro de uma roda que gira a 60 rpm (rotacdes por minuto).

(c) Mostre que a velocidade linear v de um ponto em movimento circular estd relacionada a velocidade angular pela
formula v = rw.

(d) Um carro move-se a uma velocidade de 60 milhas por hora e o diametro de cada roda € de 2,5 pés. Encontre a
velocidade angular das rodas.

Resp. (a) %rad/seg (b) 1207 rad/min (d) 4224 rad/min



ldentidades e Equacoes
Trigonometricas

DEFINICAO DE IDENTIDADE

Uma identidade € uma afirmacdo de que duas quantidades sdo iguais, que € verdadeira para todos os valores das
varidveis envolvidas e para os quais a afirmagdo tem sentido.

Exemplo 23.1 Quais das seguintes sentengas sao identidades?
(@) x+3=3 +x;(b)x+3=5;(c)x°}=

(a) € uma identidade, pois é sempre verdadeira; (b) ndo é uma identidade, uma vez que é verdadeira somente
quando x = 2; (c¢) é uma identidade, ja que € verdadeira, exceto quando x = 0, caso no qual a sentenga nado faz
sentido.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS BASICAS

Identidades trigonométricas basicas sdo repetidas abaixo para fins de referéncia:

1. Identidades pitagéricas. Para quaisquer ¢ para os quais ambos os lados sio definidos:
cos’t + sen’t = 1 1 +tg?r =sec’r  cotg’t + 1 = csc’t
cos’t = 1—sen’t tg?r = sec’r — 1 cotg?t = csc’r — 1

sen’r = 1 —cos?r 1 =sec’r —tg’r 1= csc’t — cotg’t

2. Identidades reciprocas. Para quaisquer 7 para os quais ambos os lados s3o definidos:

_ 1 _ 1 _ 1
SeNt = “oser COST = “sect tgr = cotgt

_ 1 _ 1 _ 1
csct = sent sect = Cost cotgr = tet

3. Identidades quociente. Para quaisquer ¢ para os quais ambos os lados sdo definidos:

sent cotet = cost?
cost g sent

tgr =
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4. Identidades para negativos. Para quaisquer ¢ para os quais ambos os lados sdo definidos:
sen(—t)= —sent cos(—1t) = cost tg(—1) = —tgt

cse(—1t) = —csct sec(—1) = sect cotg(—t) = —cotgt

SIMPLIFICANDO EXPRESSOES TRIGONOMETRICAS

As identidades trigonométricas bdsicas sdo empregadas para reduzir expressdes trigonométricas a formas mais

simples:
— 2
Exemplo 23.2 Simplifique: %
o 3 ) )
Da identidade pitagdrica, 1 — cos’a = sen’a. Logo, 1 — cos’a _ sen’a _ ena.

sén o sen o

VERIFICANDO IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Para verificar que uma dada sentenca € uma identidade, mostre que um lado pode ser transformado no outro, usan-
do técnicas algébricas, incluindo simplificacio e substituicio, e técnicas trigonométricas, frequentemente incluin-
do a redugao de outras fungdes para senos e cossenos.

Exemplo 23.3 Verifique que (1 — cosf)(1 + cosf) = sen? 6 é uma identidade.

Comegando com o lado esquerdo, um primeiro passo 6bvio € realizar operacdes algébricas:

(1 — cos@)(1 + cosf) = 1 — cos?f Algebra
= sen’f Identidade pitagdrica
sentcost

tgt
Comecando com o lado esquerdo, um primeiro passo dbvio € reduzir a senos e cossenos:

Exemplo 23.4 Verifique que = cos?t ¢ uma identidade.

sentcost _ sentcost . .
= Identidade quociente

tg ¢ sent/cost
_ . sent ¢
= sentcost + " Algebra
cos? <
= sentcost- Algebra
sent
= cos’t Algebra

OUTRAS SENTENCAS

Se uma sentencga tem significado, ainda que néo seja verdadeira para pelo menos um valor da varidvel ou das varid-
veis, ndo € uma identidade. Para mostrar que nio € uma identidade, basta exibir um valor da varidvel ou das varia-
veis que torne a sentenca falsa.

Exemplo 23.5 Prove que sen ¢ + cos t = 1 ndo € uma identidade.

Apesar dessa sentenga ser verdadeira para alguns valores de #, por exemplo ¢ = 0, ndo € uma identidade. Considere
o caso em que ¢ = /4. Logo,

sen’ + cos T = —— L2 =V2#1

l_l_l
R IRV ARV Y

[\
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INVERSAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

As funcdes trigonométricas sao periddicas e, portanto, ndo sdo injetoras. No entanto, no primeiro quadrante seno e
tangente sdo funcdes crescentes e cosseno € decrescente; logo, nessa regido as funcdes sdo injetoras e, consequen-
temente, admitem inversa. Para os presentes propdsitos, a seguinte notacgao € usada:

t =sen 'a (1&-se: arcosenode a)se 0 = t=m/2esent = a.
t = cos 'a (1&-se: arco cossenode a) se 0 =t = 7w/2 e cost = a.
t = tg 'a (1é-se: arco tangente de a) se 0 =t < w2 etgt = a.

Um tratamento completo sobre fungdes trigonométricas inversas € dado no Capitulo 25.

V3

= (b)cos™'0(c) tg™'1
1 —

(a) Existe exatamente um valor de ¢, tal que sen t = \/5/ 2e0=1t=m/2,ouseja, w/3. Portanto, sen" =

Exemplo 23.6 Calcule (a) sen™!

S

Ll

Nfa

(b) Existe exatamente um valor de 7, tal que cost = 0e 0 = 7 = 7/ 2, ou seja, 7/2. Portanto, cos ™' 0 =

(c) Existe exatamente um valor de 7, tal que tgr = 1 € 0 < ¢ < 7/ 2, ou seja, w/4. Portanto, tg™' 1 = %

EQUAGCOES TRIGONOMETRICAS

Equagdes trigonométricas podem ser resolvidas por uma combinagao de técnicas algébricas e trigonométricas, in-
cluindo redugdo de outras funcgdes a seno e cosseno, substitui¢do a partir de identidades trigonométricas conheci-
das, simplificag@o algébrica, entre outras.

1. Equacoes trigonométricas basicas sdo equacdes da forma sen ¢ = a, cos t = b, tg t = c. Elas sdo resolvidas
pelo uso de inversas de fungdes trigonométricas para expressar todas as solugdes no intervalo [0,277) e, entdo,
estender para o conjunto completo de solu¢des. Alguns problemas, contudo, especificam que apenas solucdes
no intervalo [0,277) devem ser consideradas.

2. Outras equacoes trigonométricas sdo resolvidas pela reducéo a equagdes bdsicas por meio de técnicas algé-
bricas e trigonométricas.

Exemplo 23.7 Encontre todas as solugdes de cos ¢ = 3.

Primeiro encontre todas as solugdes no intervalo [0,27r). Comece com
1 T
— -1 - £
1= cos 'y =3

Como cosseno € positivo nos quadrantes I e I'V, hd também uma solugdo no quadrante IV com angulo de referéncia

7r/3, a saber, 27 — w/3 = 57/3.
Estendendo para toda a reta real, como cosseno € periddica com periodo 27, todas as solu¢des podem ser es-

critas como /3 + 27rn, 57/3 + 2mn, sendo n um inteiro qualquer.

Exemplo 23.8 Encontre todas as solu¢des no intervalo [0,277) para 5tg r = 3tg r —2. Primeiro reduza a uma
equacdo trigonométrica basica, isolando a quantidade tg r.

2 tgt= -2
tgt=—1
Agora encontre todas as solug¢des dessa equacdo no intervalo [0,277). Comece com tg ~' 1 = 77/ 4. Como tangente

€ negativa nos quadrantes Il e I'V, as solucdes sdo os dngulos em tais quadrantes com angulo de referéncia m/4. Sdo
m— w4 =3m/4e2m — w4 =Tm/4.
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Problemas Resolvidos

23.1

23.2

23.3

234

Verifique que csc ¢ — sen t = cotg ¢ cos ¢t € uma identidade.

Comecando com o lado esquerdo, o primeiro passo natural € reduzir a senos e cossenos:

1 . .
csct —sent = - — sent Identidade reciproca
1 — sen’t ¢
csct —sent = Algebra
sent
cos’t . S
=— Identidade pitagdrica
sent
cost ¢
= - cost Algebra
sent
= cotgrcost Identidade quociente

Verifique que sen* 6 — cos* 0 = sen’0 — cos?0 € uma identidade.

Comecando com o lado esquerdo, o primeiro passo 6bvio € expressar as poténcias quarta em termos de quadrados:

sen*f — cos*6 = (sen?0)? — (cos2)? Algebra
= (sen?6 — cos*0)(sen’6 + cos’) Algebra
= (sen? — cos?0)(1) Identidade pitagérica
= sen’f — cos?6 Algebra

1

+ = 2csc2x é uma identidade.
— COSX 1 + cosx

Verifique que i

Comecando com o lado esquerdo, o primeiro passo € combinar as duas primeiras fragdes em uma:

1 1 B (I + cosx) + (1 — cosx)
1 — cosx + 1+ cosx (I — cosx)(1 + cosx)
-2
1 — cos’x

Agora, aplique uma identidade pitagérica:

2 _ 2 . L
1~ cos’x _ sen’x Identidade pitagorica

= 2csc’x  Identidade reciproca

— cosf _ senf
send 1 + cosf
Geralmente, nesse contexto, quadrados de senos e cossenos sao mais faceis de se lidar do que as fungdes em si. Come-
¢ando com o lado direito, € interessante multiplicar numerador e denominador pela expressdo 1 — cos 0. (Isso € andlogo
as operagdes de racionaliza¢do do denominador.)

€ uma identidade.

Verifique que 1

sen sen@(1 — cos0)

1+ cos@ (1 + cosh)(1 — cosh) Algebrismo
senf (1 — cos6)

i —— Algebrismo
senf (1 — cosf) . L.
By e— Identidade pitagdrica
1 — cosf

= " senf Algebrismo



23.5

23.6

23.7

23.8

239

23.10
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. tgx + tgy senxcosy + cosxseny . .
Verifique que = ¢ uma identidade.
1 — tgxtgy COSXCOSy — senxseny
Comecando com o lado esquerdo, reduza a senos e cossenos e, entdo, simplifique a fragdo complexa resultante, usando
o processo de multiplicagdo de numerador e denominador por cos x cos y, 0 MMC entre os denominadores das fragdes

mais internas:

senx seny

tfgx + tgy  cosx cosy . .
- tertgy senxseny Identidade quociente
"~ cosxcosy

senx seny
COSX COSY COSXCOSY

- senxseny cosxcosy ~ Algebra
"~ cosxcosy
senxcosy + cosxseny .
= Algebra

COSXCOSy — senxseny

Mostre que V' 1 — cos?¢ ndo é uma identidade.

Da identidade pitagdrica, a sentenga € geralmente verdadeira se os lados esquerdo e direito t€ém o mesmo sinal. Para
mostrar que ndo € uma identidade, escolha um valor de ¢ para o qual sen ¢ € negativo, por exemplo, t = 37/2. Logo,

V1 = cos23m/2 = V1 — 02 = 1, mas sen 37/2 = —1.

Mostre que (sen 6 + cos 6)* = sen” 6 + cos® § ndo é uma identidade.

Esta sentenca surge do erro algébrico muito comum em confundir (¢ + b)* com a + b?. Para mostrar que isso nio é uma
identidade, escolha qualquer valor de 6 para o qual nem sen 6 e nem cos 6 € zero, por exemplo, § = /6.

7 77)2 (1 \6)2 4 +2\V3
sen~+ cos~) =\ +—F) = ——

)T 2T _ S o
6 6 5 5 2 , mas sen + cos 6 1 (da identidade pitagdrica).

Logo, ( 6

Simplifique a expressdo V25 — x? fazendo a substituicdo x= 5 sen u, T <y= %

Fazer a substituicdo e fatorar a expressdo sob o radical conduz a uma expressao que pode ser simplificada pelo uso de
uma identidade pitagérica:

V25 — x2 = V25— (Ssenup = V25 — 25sen’u = V25(1 — sen?u) = V25cos?u = 5|cosu

L ~ S C AT ™
A ultima expressdo pode ser mais simplificada obervando-se que a restricao S =u=75 confina u para os quadrantes
I eIV, nos quais cos 6 nunca € negativa. Em tal regido, Slcos ul = 5 cos u.

Simplifique a expressdo fazendo a substitui¢do x = 4 tg u, —% <u< %

1
V16 + x?

Proceda como no problema anterior:
1 1

1 1 1 —

_ _ _ 1 _ _
Vie+2  Vie+ @ wgu? V16 + 16 g V16(1 + tg2u)  Vi6sec’u  4]secul

L1, ~ . . . .~ o a
A ultima expressdo pode ser mais simplificada, observando-se que a restri¢ao 5 <u< 5 confina u para os quadran-

. . . o~ 1 1 cosu
tes I e IV, nos quais sec u nunca € negativa. Nessa regiao = = .
4|secu|  4secu 4

~ 3
Encontre todas as solugdes para sent = 5

Para essa equacdo trigonométrica bdsica, inicie procurando todas as solugdes no intervalo [0,277). Comece com

V3

= -1 Y= - £
t sen B 3
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23.11

23.12

23.13

23.14

Como seno € positivo nos quadrantes I e II, hd também uma solug@o no quadrante II com angulo de referéncia /3, a
saber, m — 7/3 = 27/3.

Estendendo para toda a reta real, uma vez que seno ¢ periddica com periodo 27r, todas as solu¢des podem ser escritas
como 7/3 + 2arn, 27/3 + 27n, sendo n um inteiro qualquer.

Encontre todas as solugdes para 3 — 4cos?0 = 0.

Primeiro reduza para uma equacdo trigonométrica bdsica, isolando a quantidade cos 6.

cos?0 = %
3
cosf = i%
Como cos™! 5 = %, existem quatro solucdes no intervalo [0,277), a saber, % (cosseno positivo), m — % = %T (cos-
seno negativo), m + % = 7%7 (cosseno negativo) e 27 — % = MTW (cosseno positivo). Estendendo para toda a reta

real, ja que cosseno € periddica com periodo 27, todas as solu¢des podem ser escritas como /6 + 27n, 5m/6 + 2mn,
7m/6 + 2mn, 117/6 + 27n, sendo n um inteiro qualquer.

Encontre todas as solugdes para2 cos 2x — 1 = 0.

. ~ . fot 4 . 1 N 11 . :
Reduzindo a uma equacdo trigonométrica bésica, tem-se cos 2x = 5. Para resolvé-la, comece com 2x = cos ™! 5. Assim, no in-

tervalo [0,277), 2x = %er =27 — % = STW; estendendo para toda a reta real 2x = % + 2n, tem-se 2x = STW + 2.
Logo, isolando x, todas as soluc¢des sdo dadas por x = % + n, %T + 7rn, sendo n um inteiro qualquer.

Encontre todas as solugdes no intervalo [0,277) para 2 sen® u + sen u = 0.
Essa é uma equagdio na forma quadritica, em relacdo 2 quantidade sen u. E mais facilmente resolvida por fatoragio

(alternativamente, faca a substitui¢do v = sen u):

senu(2senu + 1) = 0
senu =0 ou 2senu +1 =20

nu= 1
senu 5
_ . - . 1 - Ix 1la .
sen u = 0 admite solugdes 0 e 7 no intervalo [0,27). sen u = 5 tem solucdes 6 ¢ MO intervalo.

. Jm 1la
Solugdes: 0, , 6° 6

Encontre todos os Angulos no intervalo [0°, 360°) que satisfazem 2 sen* § = 1 — cos#.
Primeiro use uma identidade pitagérica para reduzir a uma fungao trigonométrica:
2(1 — cos?*6) = 1 — cosf
Essa € uma equacio na forma quadratica, relativa a cos 6. Reduza a forma usual:
2 —2cos’ =1 — cosb

2 cos?0 —cosh — 1 =0
Essa € mais facilmente resolvida por fatoracéo:

(2 cosf + 1)(cosd — 1) =0

2cosf+1=0 ou cosh —1 =0

cosf = —% cosf =1
cosf = —% admite solucdes nos quadrantes II e III. Como cos’% = % = 60°, no intervalo [0°, 360°) os dngulos pro-

curados sdo 180° — 60° = 120° e 180° + 60° = 240°. A unica solucdo para cos § = 1 no intervalo € 0°.

Solugdes: 0°, 120°, 240°
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Encontre todas as solugdes no intervalo [0,27) para sen x+ cos x= 1.

Como observado no Problema 23.4, quadrados de senos e cossenos geralmente sao mais faceis de se lidar do que com
as fungdes propriamente ditas. Isole sen x e eleve ambos os lados ao quadrado. Lembre (Capitulo 5) que elevar ambos os
lados de uma equacdo a uma poténcia par € permitido se todas as solu¢des da equagdo resultante sdo testadas no sentido
de se verificar se sdo solugdes da equagao original.

senx = 1 — cosx
sen’x = (1 — cosx)?
=1 — 2 cosx + cos’x
Agora use uma identidade pitagérica para reduzir a uma func@o trigonométrica:
1 —cos’x = 1 — 2 cosx + cos’x
Essa € uma equacio na forma quadratica em relagdo a cos x. Reduza a forma usual:
0 = 2 cos’x — 2 cosx

Resolva por fatoracio:
2 cosx(cosx — 1) =0

2cosx=0 ou cosx—1=0

cosx =0 cosx = 1
No intervalo [0,277), cos x = 0 tem solugdes % e 3777-; cos x = 1 tem solugdo 0. E necessrio verificar cada uma dessas
solugdes na equagdo original:
Y _ 19 _m T T _ o _ 3w, 37 3T _ o,
Verificagdo: x = 0: sen0 + cos 0 = 17 X =5iseny + cos 17 X 5 isensy + cos 2 17
0+1=1 1+0=0 —1+0#1
Uma solu¢do Uma solucio Nao € solugao

Solugdes: 0, %

Encontre valores aproximados para todas as solugdes de tg’r — tgr —6 = 0.

Essa é uma equacdo na forma quadratica em relagdo 4 quantidade tg 7. E resolvida de forma mais eficiente por fatoracio:
tg?t —tgr—6=10
(tgr — 3)(tgr +2)=0
tgr—3=0 ou tgt+2=0
tgr=3 tgr = —2

Use a calculadora para encontrar valores aproximados para as solugdes dessas equagoes: tg + = 3 admite solugdes nos
quadrantes I e III; como tg713 = 1,2490, as solugdes no intervalo [0,27) sdo 1,2490 e 7 + 1,2490 = 4,3906.tgt = —2
tem solugdes nos quadrantes II e IV; como tg’12 = 1,1071, as solugdes sdo 7 — 1,1071 = 2,0344 e 27 — 1,1071 =
5,1761. Estendendo a reta real, todas as solucdes sdo dadas por 1,2490 + 2mn, 2,0344 + 27n, 4,3906 + 27n, 5,1761
+ 2rn, para n inteiro qualquer. Resumindo, como tangente tem periodo 7, todas as solu¢des podem ser escritas com
1,2490 + 7n, 2,0344 + mrn, para n inteiro qualquer

Encontre valores aproximados para todas as solu¢des no intervalo [0,277) para 3 sen’x — 5 sen x = 2.

Essa é uma equacdo na forma quadratica em relacdo 4 quantidade sen x. E resolvida de forma mais eficiente por fatoracio:
3sen’x —5senx—2=0
(Bsenx + I)(senx —2)=0
3senx+1=0 ou senx—2=0

- 1 -
senx = —3 senx =2



@I » ———  Pre-Cilcuo

23.18

Use a calculadora para encontrar valores aproximados para solu¢des dessas equagdes: sen x = —% admite solucdes nos
quadrantes III e IV; como sen” ! % = 0,339, as solugdes no intervalo [0,27) sdo 7 + 0,3398 = 3,4814 ¢ 27 — 0,3398
= 5,9434. sen x = 2 ndo tem solucdes, uma vez que 2 ndo estd na imagem da func¢io seno; uma calculadora retornara
uma mensagem de erro.

Solugdes: 3,4814; 5,9434

Encontre valores aproximados para todos os 4ngulos no intervalo [ 0°, 360°) que satisfazem 3 cos’A +
S5cosA—1=0.

Essa ¢ uma equacdo na forma quadrética em relacdo a quantidade cos A. Como ndo € fatoravel nos inteiros, use a for-
mula quadrdtica, coma =3,b=5ec = —1.

-5+ V52 — 43)(— 1)

COSA =

2-3
-5+ V37
COSA = —————
6
Usando uma calculadora para aproximar esses valores, tem-se cos A = 0,1805 e cos A = —1,8471. O primeiro tem so-

*5% V37 ) = 1,3893 = 79,6°, as solucdes (6 ) s30 79,6° ¢ 360° — 79,6° =

280,4°. cos A = —1,8471 nado admite solugdes, ja que —1,8471 ndo estd na imagem da funcio cosseno; uma calculadora
retornard uma mensagem de erro.

Solugdes: 79,6°; 280,4°

lucdes nos quadrantes I e IV; como cos™ ‘(

Problemas Complementares

23.19

23.20

23.21

23.22

23.23

23.24

Simplifique: (a) sen’x cotg’x (b) cos (1 + tg%)

(c) (cotg O + csc ) (cotg —csc0) (d) 1 _Cozeﬁng 1 —EO:eBnG

Resp. (a) cos’x; (b) sect; (¢) —1; (d) 2tg0

2
L sen’x
implifique: ) 1 ——

Simplifique: (a) cscxtgx (b) T+ cosx

L sen*u — costu. secx | senx
(©) senu + cosu C) cscx * COSX.

Resp. (a) secx; (b) cosx; (c) senu —cosu; (d) 2tgx

Verifique se o que segue sio identidades:

(@)

cos’x 1 + senx cosx ,_ 1+ senp
(b) Cosx T+ senx — 2secx (c) (secB + tgp)y* = T senB

— sénx =
senx sénx

Verifique se o que segue sdo identidades:

(Ll) CcoSt
csct — sent

—2tgx; (¢) tgt+L= 1

— . 25 — 2 Sen7cos
tgt; (b) secx — (1 + tgx) tgr  sentcost

Verifique se o que segue sdo identidades:
sen’t — cos’t

1_2 2 + 4 — 5 4 b
(a) sen x( cos’x + cos*x) =sen’x; (D) sen? — cost

=1+ sentcost;
tgu — cotgu
(c) sen*u — cos’u = Buz cosu
tgu + cotgu

Verifique se In (csc x) = —In (sen x) € uma identidade.



23.25

23.26

23.27

23.28

23.29
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Simplifique as seguintes expressdes algébricas fazendo a substitui¢do indicada:

1 T
(@) —F—=facax=2senu, —& = u =
R/ 2
G OT

[SIE]

() Vx* — a*,facgax=a,secu,a>0,0=u<
X

(SIE}

Resp. (a) %sec ucscu; (b) 18sec’ucscu; (c) senu

Mostre que o que segue ndo sdo identidades:

(a) secOd =V tg?0 + 1, (b) cos20 =2cos6

Encontre todas as solugdes:
(@) 4senx+2V3=0 (b) tg3t=1 (¢) 2 cos’u = cos u
(d) 4 —sen’6 =1 (¢) Insenx =0

Resp. (a) x=4mw /3 +2mn, 57w /3 +2mn (b) t=m/12+nmw/3
(o) u=m/2+2mn,3w/2+ 2mn, w/3 + 2an,57/3 + 2an  (d) semsolucdo (e) m/2 + 2mn

Encontre todas as solugdes no intervalo [0,277).

1 + senx COs X
COS X 1 + senx

(a) 2cos?40 =1 (b) =4; (c) 2cos>x +3senx =3 (d) tgx —secx =1

_ @ 37 57 Tm 97 llm 13w 15w, _m 57, _m ST, _
Resp @ 0 =46 16" 16" 16" 16" 16" 16" 16° P ¥ =337 @ X= g gt @ x=7

Encontre valores aproximados para todas as solugdes no intervalo [0°, 360°).

(a) 4sen’A —4senA—1=0 (b) 2cos?2A+3cos2A—1=0

Resp. (a) 191,95°,348,05°; (b) 36,85°, 143,15°,216,85°, 323,15°



Capitulo 24

Formulas de §oma e
Diferenca de Angulos, Angulo
Multiplo e Meio-Angulo

FORMULAS DA SOMA E DIFERENCA

Férmulas da soma e da diferenca para senos, cossenos e tangentes: Sejam u e v quaisquer nimeros reais; entao,
sen(u + v) =senu cosv + cosusenv sen(u — v) =senu cosy — cosusenv

cos(u + v) = cosu cosv — sen usen v cos(u — v) = cosu cosv + sen usenv

tgu + tgv

tgu —tgv
tg(u+v)=1_ e tgy tg(u —v) = £ £

1+ tgutgv

Exemplo 24.1 Calcule um valor exato para sen %
T T T

Observando que D=3 1 aplique a férmula da diferenga para senos:

FORMULAS DE COFUNCOES

Férmulas de cofun¢des para as fungdes trigonométricas: Seja 6 qualquer nimero real; entdo,

T T T

sen(2 — 9> = cosf cos(2 — 0) = sen 6 tg (2 - 9) = cotgf
T T T

csc(2 — 6) = sec sec(2 — 0) = csch Cotg(2 - 9) = tgo
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FORMULAS DE ANGULOS DUPLOS

Férmulas de angulos duplos para senos, cossenos e tangentes: Seja 6 um ntimero real qualquer; entdo,

2
sen26 = 2senfcosd  cos20 = cosf — sen’f  tg26 = %
Também,
cos260 = 2cos?0 — 1 = 1 — 2sen?d
Exemplo 24.2 Dado cos = %, encontre cos 2 6.
Use uma férmula de angulo duplo para cosseno: cos260 = 2cos?0 — 1 = 2(%)2 - 1= —é

IDENTIDADES DE MEIO-ANGULO

Identidades de meio-angulo para seno e cosseno: Seja u qualquer nimero real; entdo,

1 — cos2u 5 _ 1+ cos2u
- — costu = ————

2y =
sen‘u B )

FORMULAS DE MEIO-ANGULOS

Férmulas de meio-angulo para seno, cosseno e tangente: Seja A um niimero real qualquer; entdo,

A _ 1 — cosA A _ 1 + cosA A _ 1 — cosA
seny = ()3 cosy = (P73 €7 = )\ T T cosa

_ 1 = cosA
senA

senA
1 + cosA

O sinal da raiz quadrada nessas férmulas, em geral, ndo pode ser especificado; em qualquer caso particular, € de-
terminado pelo quadrante ao qual A/ 2 pertence.

Exemplo 24.3 Dado cos 6 = %, 3777- < § < 2, encontre sen g € Ccos g
Use as férmulas de meio-angulo para seno e cosseno. Visto que 3777 < 0 < 2m, dividindo todos os lados dessa
0

desigualdade por 2, obtém-se %TW <5 <m Por conseguinte, ) estd no quadrante II e o sinal de sen g deve ser

. . 0 .
positivo, enquanto o sinal de cos bl deve ser negativo.

o _ 15 _ 1 6 _ _1+5_ s
senz— B = 6 COS2— B = 6

FORMULAS PRODUTO-SOMA

Sejam u e v nlimeros reais quaisquer:

senucosv = %[sen (u +v) + sen(u — v)] cosuseny = %[sen (u +v) — sen(u — v)]
CoSuUCosSy = %[cos (u +v) + cos(u — v)] senuseny = %[cos (u —v) — cos(u + v)]
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FORMULAS SOMA-PRODUTO

Sejam a e b nlimeros reais quaisquer:

sena +senb = 2sen< + bcosa —b cosa + cosh = 2cos? + bcosa —b
2 2 2 2
sena —senb = 2cos < + bsena —b cosa — cosh = —2sen? + bsena —b
2 2 2 2
Exemplo 24.4 Expresse sen 10x — sen 6x como um produto.
Use a férmula para sen a — sen b com a= 10x e b= 6x.
sen 10x — sen6x = 2cos 10x2+ bx sen 10x2— bx = 2cos 8xsen2x

Problemas Resolvidos

24.1 Obtenha a férmula da diferenca para cossenos.

Sejam u e v dois nimeros reais quaisquer. Na Fig. 24-1 estd mostrado um caso em que u, v € u — v sdo
positivos

y y
A A
P(v) = (cos v, sen v

(u—-v)y=(cos(u—-v), (u-v)

P(u) = (cos u, sen u)

u-v
X X
(1,0) (1,0)

Figura 24-1

O arco com extremos P(u) e P(v), exibido no circulo unitdrio a esquerda, tem comprimento u# — v. O arco com extremos
(1,0) e P(u — v), mostrado no circulo unitédrio a direita, tem o mesmo comprimento. Uma vez que arcos congruentes
sobre circulos congruentes t€m cordas congruentes, a distancia entre P(v) e P(u) deve ser igual a distancia de (1,0) a
P(u — v). Logo, da férmula da distancia,

\/(cosu — cosv)? + (senu — senv)? = \/(cos(u —v) — 1) + (sen(u — v) — 0)?

Elevando ao quadrado ambos os lados e desenvolvendo as expressdes ao quadrado, tem-se:

cos’u — 2 cos u cos v + cos?v + sen’ u —2 sen u sen v+sen® v = cos*(u — v)—2 cos(u — v) + 1 + sen’ (u — v)

Uma vez que cos’u + sen’ u = 1, cos?v + sen’ v = 1 e cos*(u — v) + sen’(u — v) = 1, (aplicando a identidade pitagé-
rica trés vezes), isso simplifica:

2—2cosucosv—2senuseny =2 — 2cos(u — v)

Subtraindo 2 de cada lado e dividindo por —2, tem-se:

cosucosv + senusenv = cos(u — v)

como requisitado. A prova pode ser estendida para cobrir todos os casos, sendo u e v nimeros reais quaisquer.
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24.2 Demonstre:
(a) aférmula da soma para cossenos; (b) as férmulas de cofungdes para senos e cossenos.
(a) Comece com a formula da diferenga para cossenos e substitua v por —v.
cos(u — v) = cosu cosv + senu senv
cos[u — (—v)] = cosu cos(—v) + senu sen(—v)
Agora aplique as identidades para negativos, cos(—v) = cos v e sen(—v) = —sen v e simplifique:
cos(u + v) = cosu cosv + senu(—senv)
cos(u + v) = cosu cosv — senu senv

(b) Use a férmula da diferenca para cossenos, com u = % ev=0:

cos(g - 0> = cosgcose + sen%sen@
Como cos(7/2) = 0 e sen(m/2) = 1, segue-se que

cos(% — 0) = 0cosf + 1senf = sen6.

o5 (5-0)] =z )

cosf = sen<% — 0)

Agora substitua 0 por m/2 — 6:

Simplificando, tem-se

24.3 Demonstre a férmula da diferenca para senos.
Comece com uma férmula de cofuncéo, por exemplo sen § = cos(% - 0) e substitua 0 por u — v:
sen(u — v) = cos{% - (u — v)] = cos(% —u+ v) = cos[(% - u) + v]
Na dltima expressdo, aplique a férmula da soma para cossenos com u substituido por 7 /2 — u.
sen(u — v) = cos[(% - u) + v] = cos(% - u) cosv — sen(% - u) Seny = senucosy — Cosuseny

usando novamente as férmulas de cofuncio no ultimo passo.

24.4 Obtenha a férmula da diferenca para tangentes.

Comece com a identidade do quociente para tg(u—v).

sen(u — V) senucosv — cosuseny
cos(u — v) cosucosv + senusenv

tgw —v) =

Para obter a expressdo pedida em termos de tangentes, divida o numerador e o denominador da dltima expressdo pela
quantidade cos u cos v e aplique novamente a identidade do quociente:

Senucosy _ COosuseny senu _ senv

¢ . _ Ssenucosy — CcOsusenvy _ COSUCOSV  COSucosy _ cosu  cosy _  tgu — tgv

glu =) cosucosv +senusenv — COSuUCOsV , Senusenv | 4 senu senv 1+ tgu tgv
COSUCOSV ' COSUCOSV cosu cosv

24.5 Dado sen x = %, x no quadrante I, e cos y = _%, y no quadrante IV, encontre (a) cos(x+ y); (b) tg(x + y);
(c) oquadrante no qual x + y deve existir.
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(a) Da férmula da soma para cossenos, cos(x + y) = cos x cos y — sen x sen y. sen x e cos y sdo dados; cos x e sen y
devem ser determinados.

Como senx = 3 /5 e x estd no quadrante I, cos x =+ V1 — (3/5)> = 4/5. Como cos y = 2/3 e y estd no quadrante

V,seny = — V1 — 23 = —(V/3)/3. Logo,

cos(x + y) = cosxcosy —senxseny =

%%_g( \fs):s+3\@

5 3 15

(b) tg(x + y) pode ser encontrada a partir da férmula da soma para tangentes, usando as quantidades dadas e observando
que

_senx _3/5_3 _seny -(V5)/3 s
XY= cosx 454 ¢ ¥ T sy T 23 2
§+(_ﬁ>
tgx +1gy 4 2) _6-4Vs
Potertey 3(7\5) 8 +3V5

. Logo,

tg(x +y) =
4 2

(¢) Como cos(x + y) € positivo e tg(x + y) € negativo, x + y deve pertencer ao quadrante IV.

24.6 Demonstre a férmula de angulo duplo para seno e cosseno.
Comece com a férmula da soma para senos e faca u=v= 6. Entdo
sen2 60 =sen (0 + 0) =sen B cos B + cos Osenh =2 sen 6 cos O
Similarmente para cossenos:
€082 60 = cos (6 + 0) = cos 0 cos § — sen § sen § = cos’0 — sen’d

Para demonstrar as outras formas da férmula do angulo duplo para cosseno, aplique as identidades pitagéricas:

cos26 =cos’@ —sen’8 =1 —sen’8 —sen’H =1 — 2sen’ 0

Também,

c0s2 60 = cos’0 — sen’6 = cos’0 — (1 — cos’>6) =2 cos’> 6 — 1

24.7 Dadotgr = %, t no quadrante III, encontre sen 2¢ e cos 2t.

Da informacg@o dada, segue-se que sect = — V1 o+ tg’r = V1 + (%)2 = —5. Logo, cos 1 = % esent = _zls-
Agora aplique as férmulas de dngulo duplo para seno e cosseno:
= - _l>(,%) _ 336
sen2t = 2sentcost = 2( 75 %) = 65
24) ( 7 ) 527
= 24 2p (S (L) = 240
cos2t = cos’t — sent ( 5 25 625

. - 2 2
Para fins de verificagdo, note que sen® 2t + cos?2t = (%) + (%) = 1 como esperado.

24.8 Demonstre as identidades de meio-angulo.

Comece com as férmulas de dngulo duplo para cosseno e isole cos?d e sen’ §. Entdo,

2cos?0 — 1 = cos26 1 — 2sen?0 = cos26
2cos?0 = 1 + cos26 —2sen?f = cos 20 — 1
cos?f = 1+ cos26 2sen?0 =1 — cos20

2

1 — cos26
2

sen?6
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24.9 Use uma identidade de angulo duplo para obter uma expressdo para cos 4f em termos de cos .

cos4t = cos2(2t) = 2cos?2t — 1 = 2(2cos?*t — 1)> — 1
= 2(4cos*t — 4cos?t + 1) — 1

= 8cos*t — 8cos?t — 1

24.10 Use uma férmula da identidade de meio-angulo para obter uma expressdo para cos*s em termos de cossenos

24.11

com expoente 1.

Aplicando uma vez uma identidade de meio-angulo, tem-se:

1 + cos 2t>2 _ 1+ 2c0s2t + cos?2t

4 — 272 —
cos*t = (cos*t) ( 2 2

Aplicando novamente a identidade, dessa vez para cos>2¢, tem-se:

1 + cos2(2r)

4 _ 1+ 2c082t + cos?2t _ 1 + 2cos2r + 5
Cos™t = —
4 4
2 + 4cos2t + 1 + cosdt
- 8

3 + 4cos2t + cos4t
8

Demonstre as férmulas de meio-angulo.
Em cada caso, comece com a identidade de meio-angulo e coloque A= 26, ou seja, § = A. Entdo,

,bA 1+ cosA A _ 1 — cosA
S5 =" sen*s = >

%:i/w Sen%:i/#

Para a tangente, a demonstracdo € mais complicada. Primeiro obtenha a primeira forma da férmula comegando pela

identidade do quociente:
A 1 - cosA
tgé — ) _ \/1 — CcosA
2 cos% < /1 + cosA cosA I+ cosA

Observe que para todas as trés férmulas o sinal, em geral, ndo pode ser determindado, pois depende do quadrante no
qual A / 2 pertence. Para obter a segunda forma da férmula de meio-angulo para tangentes e eliminar a ambiguidade de
sinal nesse caso, elimine a fracio de dentro do radical:

A _ 1 —cosA _ I —cosA 1 — cosA _ (1 — cosA)’
g5 ==+ == : =TT o
2 1 + cosA 1 +cosA 1 — cosA 1 — cos?A

co

Ccos

_ o, [ —cosAY |1 — cosAl
sen’A _| senA |
A 1 — cosA . Lo . =
Desse modo g5 € —opA  Sao sempre iguais em valor absoluto. Para provar que de fato essas quantidades sdo

sempre iguais, € suficiente mostrar que elas tém o mesmo sinal para qualquer valor de A entre 0 e 277, 0 que pode ser
feito como a seguir: primeiro, observe que 1 — cos A nunca € negativo, assim, o sinal da expressdo com fra¢do depende
unicamente do sinal do sen A. Se 0 = A = 7, ambos sen A e tg(A/2) sdo ndo negativos, se m = A = 2, ambos sdo ndo
positivos. Resumindo,

¢ A 1 —cosA
€2 T senA

A demonstracdo da terceira forma € deixada para o estudante (Problema 24.26).
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24.12

24.13

24.14

24.15

Dadotgu=4,7m < u < 3—77, encontre tg%.

. . A . 3 .
Use a férmula do meio-angulo para tangente. Visto que 7 < u < T u pertence ao quadrante III e os sinais de sen u e

cos u s30 negativos. Para achar sen u e cos u, use a identidade pitagérica.
secu = —VI1+tg2u=-VI1+42=-VI17

Consequentemente,

- _ - - 1 -
cosu = = —-— e senu = cosutgu = ——-4 = ——.

secu V17 V17 V17
Da férmula de meio-angulo para tangente,

~1=—cosu L —CUVIT) V17 +1

u
tgi - senu 74/(\ /17) 4

Demonstre as férmulas produto-soma.
Comece com as férmulas da soma e diferencga para seno, e adicione lados esquerdos e direitos:

sen(u + v) = senucosv + cosusenv
sen(u — v) = senucosv — cosusenv
sen(u + v) +sen(u — v) = 2senucosv

Dividindo ambos os lados por 2, tem-se

Senucosv = %[sen(u + v) + sen(u — v)]

como requisitado.

Agora, comece com as férmulas da diferenca e soma para cosseno e adicione lados esquerdos e direitos:
cos(u — v) = cosucosv + senusenv
cos(u + v) = cosucosv — senusenv

cos(u — v) + cos(u + v) = 2cosucosv

Dividindo ambos os lados por 2, tem-se

COSUCOSY = %[cos(u —v) + cos(u + v)]
como requisitado.

As outras duas férmulas sio obtidas de forma andloga, exceto que os dois lados sdo subtraidos em vez de serem adi-
cionados.

Use uma férmula de produto-soma para reescrever cos Sx cos x como uma soma.

Use cosucosv = %[cos(u — v) + cos(u + v)]com u= 5x e v= x. Entdo,

CcosSx cosx = %[cos(Sx — x) + cos(5x + x)] = %(cos 4x + cos6x)

Demonstre as férmulas soma-produto.

Comece com a férmula produto-soma sen ucosv = % [sen(u + v)+ sen(u — v)]. Faca a substituicioa = u + ve b=u — v.

Entdoa + b =2uea — b= 2v;logo,u = %ev =4 ; b.
Portanto, sen atb cos? ; b %[sena + sen b]. Multiplicando por 2, tem-se sena + senb = 2sen a —5 b cos? 5 b,

como solicitado.

As outras trés formulas soma-produto sdo obtidas pela realizacdo das mesmas substituicdes nas outras trés formulas
produto-soma.



CAPiTULO 24 * FORMULAS DE SOMA E DIFERENGA DE ANGULOS, ANGULO MULTIPLO E MEIO-ANGuLo ——————IFZ TP

24.16 Use uma férmula soma-produto para reescrever sen Su+ sen 3u como um produto.

Usesena + senb = 236n¥cosa ; b com a= 5u e b= 3u. Ento,

senSu + sen3u = 2sen Su —; Su cos Su ; 3u = 2senducosu

24.17 Verifique a identidade sen 30 = 3 sen § — 4sen’ 6.

Comecando com o lado esquerdo, use a férmula da soma para senos para obter uma expressao em termos de sen 6.

sen360 = sen(f + 26) Algebra
= senf cos26 + cos6 sen 20 Férmula da soma para senos
= senf(1 — 2 sen?0) + cosh - 2 send cosh Férmula de angulo duplo
= senf — 2sen 6 + 2 senf cos?0 Algebra
= senf — 2 sen®d + 2 senf(1 — sen’6) Identidade pitagérica
= senf — 2 sen’d + 2 sen — 2 sen®d Algebra
=3 senf — 4 sen’d Algebra

24.18 Se f(x) = sen x, mostre que o coeficiente de diferenga para f(x) pode ser escrito como senx(%) +
COSX Se; h. (Ver Capitulo 9.)

f&+h) — fx)  sen(x + h) — senx
h n h

Substitui¢do

senxcosh + cosxsenh — senx .
= Férmula de soma de senos

h
senx(cosh — 1) + cosxsenh .
= A Algebrismo
= senx(%) + cosxse;:h Algebrismo

24.19 Verifique as simplificagdes: (a) sen(0+) = —sen 6 (b) tg (9 + %) = —cotg 6.

(a) Aplique a férmula da soma para senos e, entdo, substitua os valores conhecidos:

sen(f + 1) = sen O cos 7 + cos O sen 7 = sen O(—1)+ cos H(0) = —sen 6

(b) Proceder exatamente como em (a) falha porque tg(7/ 2) ndo estd definida. Contudo, aplicando primeiro uma
identidade quociente, essa dificuldade € eliminada.

a a o
tg(@ A sen(o + 5) _ senOcosf + cosOsenj _ sen0(0) + cosO(1) _ cosf ot
2 cos(@ + l) cosOcos% —send sen % cos6(0) — sen6(1)  —sen6

24.20 Encontre todas as solugdes no intervalo [0,277) para cos ¢t — sen 2t= 0.

Primeiro use a férmula do angulo duplo para senos para obter uma equagdo envolvendo apenas fungdes de 7 e, entdo,
resolva por fatoragdo:
cost — sen2t =0
cost — 2sentcost = 0
cost(l —2sent) = 0
cost =0 ou 1 —2sentr=20

As solugdes de cos # = 0 no intervalo [0,27) s@o 7/2 e 37/2. As solugdes de 1 — 2 sen ¢ = 0, ou seja, sen t = 1/2, neste

intervalo, sdo 7/6 e 57/6.

o w Sm 37
Solugdes: —, =, —/—, —~—

6’2" 67 2°
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24.21

Encontre todas as solugdes no intervalo [0,277) para cos 5x — cos 3x= 0.

Primeiro use uma férmula da soma-produto para colocar a equacio na forma ab = 0.
cosSx — cos3x =0

_ S5x + 3x S5x — 3x> _
256n< > )sen( 5 =0

—2sendxsenx = 0

sendxsenx = (0
sen4x = 0 ou senx = 0

As solugdes de sen 4x = 0 no intervalo [0,27) sdo 0, /4, 7/2, 3w/4, w, Sm/4, 37/2 e Tmw/4. As solugdes de sen x = 0
nesse intervalo séo 0 e 7, as quais j4 foram listadas.

Problemas Complementares

24.22

24.23

24.24

24.25

24.26

24.27

24.28

24.29

24.30

24.31

Demonstre as férmulas da soma para seno e tangente.

Demonstre as férmulas de cofungdes (a) para tangentes e cotangentes; (b) para secantes e cossecantes.

Use as férmulas da soma ou diferenca para achar os valores exatos de (a) sen o7, (b) cos105°% (c) tg (f%)

12°
1+ VE VIR VE L 1-VE  VI- Ve 1-\3

(/) ;
2V2 4 @ 2V2 4 (C)1+\/§

Resp. (a) ou V3 —2

Dados senu = *%, u no quadrante III, e cos v = %no quadrante IV, calcule (@) sen(u+ v); (b) cos (u — v);
(c) tg(v — u).
—6+7V3 -3V21 +2V7 -6 -17V3 2V21 + 75V7

Resp. (a) 20 5 (b) 20 5 (o) VAL — N ou 161

Demonstre (a) a férmula de angulo duplo para tangentes; (b) a terceira forma da férmula do meio-angulo para tangentes.

Dadossectr = —3, T << m, encontre (a) sen2t; (b) tg2t; (c) cosé (d) tg%.

V3
Use uma identidade de dngulo duplo para obter uma expressdo para: (@) sen 4x em termos de sen x € coS X;
(b) cos 6u em termos de cos u.

Resp. (a)

O AP I

Resp. (a) sen4x =4 senxcosx(1 —2 sen’x); (b) cos 6u = 32 cos®u — 48 cos* u + 18 cos” u +1
Utilize uma identidade de meio-angulo para obter uma expressiao em termos de cossenos com expoente 1 para:
(a) sen®2tcos>2t; (b) sen? %

Resp. (a) w; b) 3= 4COS)8€ + cos2x

Complete as demonstra¢des das férmulas produto-soma e soma-produto (ver Problemas 24.13 e 24.14).

(a) Escreva sen 1207t + sen 1107¢ como um produto. (b) Escreva sen %x cos kTrTnt CcOmo uma soma.

Resp. (a) 2 sen 1157t cos Smt;  (b) %sen%(x + kt) + %sen%(x — ki)
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24.32 Verifique que as equagdes seguintes sdo identidades: (a) i I :Zg %ﬁ ; zg: %ﬁ = tgx; (b) tg% = cscu — cotgu;

cosa — cosb _ 1t (a + b)
sena — senb 2

© 1+ tgatg% = seca; (d)

24.33 Verifique a simplificagdo das féormulas:

(a) sen(nm + 6) = (—1)" sen O, para n inteiro qualquer; (b) cos(nm + 0) = (—1)"cos 0, para n inteiro qualquer.

24.34 Se f(x) = cos x, mostre que o coeficiente de diferenca para f(x) pode ser escrito como

cos (cosh71>_sen senh
x h X

24.35 Encontre todas as solu¢des no intervalo [0,277) para as seguintes equagdes:
(a) sen20 —sen =0 (b) cosx + cos 3x = cos 2x

w5, @ w 3w 5w S Im
Resp' ((1) Oagaﬂ-a?, (b) 4°3° 4 4° 3’ 4

24.36 Encontre valores aproximados para todas as solu¢des no intervalo [0°, 360°) para cos x = 2 cos 2x.

Resp. 32,53°,126,38°, 233,62°, 327,47°



Funcoes Trigonometricas Inversas

PERIODICIDADE E INVERSAS

As fungdes trigonométricas sao periddicas; consequentemente, ndo sdo injetoras, € nenhuma inversa pode ser defi-
nida em todo o dominio de uma funcéo trigonométrica basica. Redefinindo cada funcio trigonométrica em um
subconjunto do dominio cuidadosamente selecionado, a nova funcdo pode ser injetora e, portanto, admitir uma
funcdo inversa.

FUNCOES TRIGONOMETRICAS REDEFINIDAS

A tabela mostra dominios escolhidos nos quais cada fungio trigonométrica € injetora:

Funcao f(x) = Dominio Imagem Funcao f(x) = Dominio Intervalo
a T a aa
sen x [—5,5] [—1,1] csc x (—W,—i]U(O,E] (—oo, =11 U [1, »)
T 37
COSs X [0, 7] [—1,1] sec x [O, E)U{’ﬂ, 7) (=00, =11 U [1, )
tg x (—%, %) R cotg x [0, 7] R

Observe que, em cada caso, embora o dominio tenha sido restringido, toda a imagem da fungdo original ¢ mantida.
Note também que em cada caso o dominio restringido (as vezes chamado de dominio principal) € o resultado de
uma escolha. Outras escolhas poderiam ser possiveis, e no caso das fungdes secante e cossecante ndo existe con-
cordancia universal. A escolha feita aqui € a mais comumente feita em textos de calculo elementar.

DEFINICOES DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

. 1z . - T
1. Seno inverso f (x) = sen”'x € definida por y = sen”'x se, e somente se, x = seny com —1=x=1le ) =y=
T ~ =
—. Os valores que a funcio assume estdo nos quadrantes I e I'V.
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2. Cosseno inverso f(x) = cos™'x é definida por y = cos™'x se, e somente se, x = cosycom —1 =x=1e0=y
= 1. Os valores que a fungdo assume estdo nos quadrantes I e II.

3. Tangente inversa f(x) = tg~'x € definida por y = tg"'x se, e somente se, x = tg ycomx € R e T<y< ™
Os valores que a fung@o assume estido nos quadrantes [ e IV. 2 2

4. Cotangente inversa f{x) = cotg 'x € definida por y = cotg 'x se, e somente se, x = cotg ycomxeRe0 <y
< . Os valores que a fungdo assume estdo nos quadrantes I e II.

5. Secante inversa f(x) = sec”'x € definida por y = sec”'x se, e somente se, x = secycomx = le0 =y < % ou
rx=—lem=y< 3; Os valores que a funcdo assume estdo nos quadrantes I e III.

6. Cossecante inversa f(x) = csc™'x € definida por y = csc™'x se, e somente se, x = cscycomx = 1e0 <y =
% oux=—-le—nw<y= —%. Os valores que a funcdo assume estdo nos quadrantes I e III.

Exemplo 25.1 Encontre o valor de (a) sen™! 1 ;(b) sen "( l).

2
(a) y=sen! % 2 equivalente a sen y = %, _% =y= % A tnica solugdo da equagdo no intervalo é %; logo,
sen”' 1 _ 7
2 6
(b) y =sen™! ( %) é equivalente a sen y = %, —% =y= % A tnica solu¢@o da equagdo no intervalo € —% ;
logo, sen™! ( %) - _%. Note que este valor estd no quadrante IV.

Exemplo 25.2 Encontre o valor de (a) cos™! l 1; (b) cos™! (—%)

(a) y = cos™! % equivalente a cos y = —5 0 = y = 7. A Unica solugdo da equacao no intervalo € ? logo,
cos 'l =1
2 3
(b) y =cos” ( %) ¢é equivalente a cos y = %, 0 =y = 7. A tnica solu¢do da equagdo no intervalo é ¢ 2m T: logo,
s ! ( %) 277 . Note que este valor estd no quadrante II.
NOTAG[\O ALTERNATIVA

As fungdes trigonométricas inversas também sdo conhecidas como fungdes arco. Nessa notagao:

sen”!x = arcsen x cos”lx = arccos x tg~'x = arctg x
csc™lx = arcesc x sec”lx = arcsec x cotg™'x = arccotg x
Exemplo 25.3 Encontre o valor de arctg 1.
y=arctg 1 =tg"'1éequivalente atgy = 1, _5 <y< 727 A tnica solucdo da equacdo no intervalo é %; logo,
arctg 1 =T,
4
IDENTIDADE DA MUDANCA DE FASE

Seja A um nimero real positivo qualquer e B e x quaisquer nimeros reais. Entao,

A cos bx + B sen bx = C cos(bx—d)

onde C = VA? + B’ed = tg"! B
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Exemplo 25.4 Escreva sen x + cos x na forma C cos (bx — d).

Aqui A = B = 1; consequentemente, C = \/A2 + B2 = \V/12 + 12 = V2ed= tg‘l% = % Segue da identidade
de mudanca de fase que sen x + cos x = V2 cos (x - %)

Problemas Resolvidos

25.1 Esboce um grafico da fung@o seno mostrando o intervalo de redefini¢@o.

A funcdo seno redefinida € restrita ao dominio [—/2,7/2]. Desenhe o grafico da funcio bésica seno com a por¢do em
negrito nesse intervalo (ver Fig. 25-1).

Figura 25-1

25.2 Esboce um grafico da fungdo cosseno mostrando o intervalo de redefini¢do.

A fungdo cosseno redefinida € restrita ao dominio [0,77]. Desenhe o grafico da funcdo basica cosseno com a por¢do em
negrito nesse intervalo (ver Fig. 25-2).

~ TN\ s

25.3 Esboce um grafico da fungdo inversa do seno.

O dominio da fun¢do inversa do seno € a imagem da fun¢do seno (redefinida): [—1,1]. A imagem da funcio inversa do
seno € o dominio da fun¢@o seno redefinida: [—/2,7/2]. O grafico da inversa da funcao seno € o grafico da fungao seno
redefinida, refletido na reta y x. Faca uma tabela de valores (ver tabela de valores para as fungdes trigonométricas no
Problema 22.12) e esboce o grifico (Fig. 25-3).

o
2
IERR .
4
I K L
yil 2 3 3| 7610
-1 -0,5 0,5 1
HE
x 1 2 ) 2
_r
n| n| m| =n 4
yil 2 3 1| 6
K
2

Figura 25-3



CAPITULO 25 * FUNGOES TRIGONOMETRICAS INVERsAS ~ —————IPRE D

25.4 Esboce um grafico da fungdo cosseno inversa.

O dominio da fun¢@o cosseno inversa ¢ a imagem da fun¢@o cosseno (redefinida): [—1,1]. A imagem da fun¢@o inversa
do cosseno € o dominio da func¢do cosseno redefinida: [0,77]. O gréfico da inversa da fun¢do cosseno € o grifico da
funcdo cosseno redefenida, refletido na reta y = x. Faca uma tabela de valores (ver tabela de valores para as fungdes
trigonométricas no Problema 22.12) e esboce o grifico (Fig.25-4).

a
l _.[:2 _[2' —l 0 3in
= 2 2 2 Y
yifm| sm| 3m)2m|=®
6 4 3 |2
2
B 2]
X 1 3 2 2
n
4
T r s
yi 0 6 4 3
1 -0,5 0.5 1"
Figura 25-4

25.5 Esboce um grafico da fungio tangente mostrando o intervalo de redefinigéo.

A fungdo tangente redefinida € restrita ao dominio (—7/2,7/2). Desenhe um grafico da fungdo bésica tangente com a
porcdo em negrito nesse intervalo (ver Fig. 25-5).

Figura 25-5

25.6 Esboce um grafico da fungdo inversa da tangente.

O dominio da fungdo tangente inversa € a imagem da funcio tangente (redefinida): R. A imagem da fun¢@o inversa
tangente é o dominio da funcio tangente redefinida (—/2,7/2). O gréafico da fun¢do inversa tangente ¢ o grafico da
funcio tangente redefinida, refletida na reta y = x. Como o gréfico da funco tangente redefinida tem assintotas em
x = *m/2, o gréfico refletido terd assintotas em y = * #/2. Faca uma tabela de valores (ver tabela de valores das
funcdes trigonométricas no Problema 22.12) e esboce o grifico (Fig. 25-6).
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x 1
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Figura 25-6

25.7 Esboce um grafico da fungdo secante mostrando o intervalo de redefini¢do.

A funcio secante redefinida € restrita ao dominio [0, 77/ 2) U [, 37/ 2). Desenhe um grafico da fungdo bésica secante
com a por¢ao em negrito nesse intervalo.

v
4
2
x
1 3 " I
2 2 2
-2
-4
Figura 25-7

25.8 Esboce um grafico da fungdo secante inversa.

O dominio do inverso da fungdo secante € a imagem da fun¢@o secante (redefinida): (—o0, —1 ] U [1, o). A imagem da
fungdo secante inversa € o dominio da funcdo secante redefinida: [0, 7/ 2) < [m, 37/ 2). O gréfico da funcdo secante
inversa € o grafico da fungdo secante redefinida, refletida na reta y = x. Como o grifico da funcdo secante redefinida
tem assintotas em x = 7/2 e x = 3m/2, o gréfico refletido terd assintotas em y = 7/2 e y = 3m/2. Faca uma tabela de
valores (ver tabela de valores para as fungdes trigonométricas no Problema 22.12) e esboce o grafico (Fig. 25-8).

3n,Y

x—2_ﬁ-%—1 jz

am | Sm| Tm |
yY{i 3 1 4 | 6
n
2
2
Ve x
-1 1
nT] MW} =N
yll 3] 3] &l°

Figura 25-8
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25.10

25.11

25.12
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Analise a aplicacdo da relag@o funcido-fungao inversa nas (a) fungdes seno e inversa do seno (b) fungdes
cosseno e inversa do cosseno (¢) funcdes tangente e inversa da tangente (d) funcdes secante e inversa da
secante.

A rela¢@o funcao-funcdo inversa (Capitulo 13) condiciona que, se g € a fun¢ao inversa de f, entdo, g(f (x)) = x para todo
x no dominio de f; e f (g(y)) = y para todo y no dominio de g. Consequentemente,

(a) sen”! (sen x) = x para todo x, —% =x= %; sen(sen”'y) = yparatodoy, — 1 =y = 1.
(b) cos™ ! (cos x) = x para todo x, 0 = x = 7; cos(cos 'y) = y paratodo y, — 1=y= 1.

(¢) tg ~'(tg x) = x para todo x, —% <x< %; tg (tg~'y) = y paratodo y € R.

(d) sec™!(sec x) = x paratodo x, 0 = x <%0uﬂ' <x= 3777; sec(sec™!y) = yparatodoy=louy= —1.

Simplifique: (a) sen (senl \2/3>, (b) sen (sen1 ;), (¢) sen (sen'2).

(a) Como —1 = Vi3n = 1, \/3/2 esté no dominio da funcdo inversa do seno. Assim sendo, aplicando a relagéo fungdo-

()%

funcdo inversa, sen 3 - Alternativamente, note que sen” | % = T logo, sen (sen’1 ?) = sen

3

3 2

(b) Como —1 = % =1, %esté no dominio da funcéo inversa do seno. Assim sendo, aplicando a relagdo fungdo-fungéo
i a1
inversa, sen (sen 3) =3

(¢) Como 2 > 1, 2 ndo estd no dominio do inverso da fungio seno. Logo, sen (sen”! 2) ndo & definido.

Simplifique: (a) tg™! (tg %), (b) tg! (tg (—%)), (c) tg! (tg 2777)
(a) Como —m/2 < m/6 < /2, 7/6 estd no dominio da restricdo da fun¢do tangente. Assim sendo, aplicando a relagdo

funcdo-funcdo inversa, tg™' (tg %) = %

Alternativamente, observe que tg % _ 1 portanto, tg™! <tg%> =tg! L 6"

3 V3

(b) Como —m/2 < —1/4 < m/2, —1/4 estd no dominio da restri¢cdo da funcdo tangente. Logo, aplicando a relagdo

funcdo-fungdo inversa, tg"1<tg <—%>) = —%.

(¢) Como 27/3 > /2, 27/3 ndo estd no dominio da fun¢do tangente restrita, a relagdo funcao-fungado inversa nao
pode ser usada. Contudo, 277/3 estd no dominio funcao tangente geral, portanto,

Simplifique: (a) cos (sen‘1 %), (b) sen (cos”(—%)); (c) tg (sec“(—%)); (d) cot (cos™'3)
(a) Como % estd no dominio da fungo seno inversa, faga u = sen”! % Entdo, por defini¢do da fungo seno inversa,

2 T
5 2

sen u = =u= % Segue-se da identidade pitagdrica que

/ 2
cos(sen“%) =cosu = V1 —gen®u =+/1 — <%> =%

Note que o sinal positivo € assumido na raiz quadrada uma vez que u deve estar nos quadrantes I ou IV, onde o sinal
de cosseno € positivo.

(b) Como —% estd no dominio da funcio inversa de cosseno, faca u = cos™! (—%) Entdo, pela definicdo do inverso de

2 . . o
cosseno, cos u = —=, 0 = u = 7. Segue-se da identidade pitagdrica que

sen(cos"(—%)) = senu= V1 — cos’u = m = %

Note que o sinal positivo € assumido na raiz quadrada uma vez que u deve estar nos quadrantes I ou II, onde o sinal
de seno € positivo.
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(c) Como —g estd no dominio do inverso da funcéo secante, faca u = sec™! <7%) Entdo, por defini¢io do inverso da
secante, sec u = —5, 7 = u < 3l (pois sec u € negativa). Segue-se da identidade pitagérica que

Note que o sinal positivo € assumido na raiz quadrada uma vez que u deve estar no quadrante III, onde o sinal da
tangente € positivo.

(d) Como 3 ndo estd no dominio do inverso da fungio cosseno, cot(cos™ ' 3) ndo ¢ definida.

25.13 Simplifique: (a) sen (sen" % + sen”! %), (b) tg (cos*l % —sen™! %)

(a) Facau = sen 1%ev— sen 1§.Entz“1o, senulesenv=

se que

=7,

2

=u,v=

s

w\t\)

Da férmula do seno da soma segue-

w\:]

B!

_ 2
sen(sen 3 + sen l§ =sen(u + v) = senu cosv+cosusenv

Agora sen u e sen v sdo dados. Procedendo como no problema anterior,
2 2
cosu = V1 —sen’u = /1 — <%> =2T\6 cosv = V1 —sen?v = /1 — <%> :%
Consequentemente,

<
3

1 VS
33

ev=sen"I%Entﬁo,cosu=%,Osusﬂ,esenv—

o1 L2
senisen § + sen 5 =senucosy + cosuseny=

13
5

2 _V5+4V2
3 9

(b) Fagau = cos™

ox\u. w

, % =y= % Da férmula da tangente
da diferenga, segue-se que
tgu —tgv

3 5
tg(cos 'S~ sen 16) =W =) = T gy

Das identidades pitagdrica e quociente

senu V1 — cos’u V1 — (3/5)

tgu = = = _4

cos u cosu 3/5 =3

_senv senv _ 5/6 5
tgy = = =

oSV /I ety V1 — 5667 V11

Logo,
5

43 45 tgu — tgv V1l 4V11 — 15 125V 11 — 432
tg(cos g—sen 8)2 T+ = = - 301
tgutgy 1+(£)( 5 ) 3V + 20
3/\\/
11

25.14 Simplifique: (a) cos (2 cos™! 7) (b) sen (ésen‘l(—zls)).

[SSIEN

(a) Sejau = cos™! % Entao, cos u = 153 0 = u = 7. Da férmula de dngulos duplos para cossenos, segue-se

cos<200s 1%) = cos2u = 2cos’u — 1 = 2(153>2 - 1= _119
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(b) Sejau = sen”! (—215> Entdo, sen u =

angulo dos senos, segue-se

ol () = senlh) - L=

onde o sinal negativo € assumido na raiz quadrada uma vez que —% = % = (. Da identidade pitagdrica,

—%, —% = u = 0 (uma vez que sen u € negativo). Da férmula de meio

cos u :%, consequentemente,
se (lse —1<,l>) [t cosu_ 1= B -
2% 725 2 2 /50

25.15 Encontre uma expressio algébrica para sen(cos ™' x).
1

Sejau = cos™ 'x. Entdo, cos u = x, 0 = u = 7. Segue-se da identidade pitagérica que

sen (cos 'x) =senu =\V1 — cosu = V1 — 22

onde o sinal positivo € assumido na raiz quadrada, uma vez que u deve estar no quadrante I ou II, sendo que o sinal de
seno € positivo.

25.16 Demonstre a formula de mudanca de fase.

Dada uma quantidade da forma A cos bx + B sen bx sendo A qualquer nimero real positivo e B e x quaisquer nd-

meros reais, faca C = VA2 + B2e d = tg~! B Das identidades pitagdrica e quociente, cos d = A .
B B ) A VA2 + B2
sen d = ————. Da dlgebra, segue-se que:

VaiE
/A2 2
A cos bx + B sen bx _ VA + B (A cos bx + B sen bx)=\VA? + Bz($cosbx + ¢senbx)
VA2 + B VA2 + B VA2 + B

Logo,

A cos bx + B sen bx = \VA? + B*(cos d cos bx + sen d sen bx)

Pela férmula do cosseno da diferenca, a quantidade entre parénteses deve ser igual a cos(bx — d), consequentemente,

A cos bx + B sen bx = VA% + B2cos(bx — d) = C cos(bx — d)

25.17 (a) Use a férmula de mudancga de fase para reescrever V2 cos 3x + \V/2 sen 3.
(b) Desenhe um grafico de f (x) = V/2 cos 3x + V2 sen 3x usando o resultado do item (a).

(a) FagaA = B = V2, entio, VA2 + B2 = V/(V2): + (V2 =2etg! B tg™! ﬁ =tg"'1 =T Segue-se
A a2 4
2
que

\/ZCOS 3x + WSen 3x= 2cos <3x — %)

(b) Paraesbocary = f(x) = 2 cos <3x - %), observe que amplitude = 2. O grafico (Fig. 25-9) € uma curva cosseno
bésica.
Periodo = 2777 Mudanga de fase = % +3= % Divida o intervalo de % a %T (= mudanca de fase + um periodo)

em quatro subintervalos iguais e esboce a curva com altura maxima 2 e altura minima —2.
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Figura 25-9

Problemas Complementares

25.18 Encontre o valor de (a) sen™! (7¥); (b) cos™! <7%); (o) tg™! <7%); (d) sec™! (7%);

Resp. (a) — (b) Ti(e) -2 (d)

25.19 Encontre o valor de: () sen(sen 11) () cos(cos™(=2)): (©) teltg™ 0): (&) see(sec1 1)
Resp. (a) %; b) _Z; (©) 0; (d) nio definido

25.20 Encontre o valor de: () sen"(sen ) (b) cos ! (cos 1); (¢) tg"( 37’ ); (d) sec"(sec(—%))
Resp. (a) %; b 1;(0) —%; (d 2

25.21 Encontre o valor de: (a) cos (sen“ g) (b) sen(tg™'2); (¢) tg(sec™' (—3)); (d) cos (tg"(—flsz»
\/ 12
Resp. (a) (b) £ (c) \/ 8; (d)
\f

25.22 Encontre o valor de:(a) sen (sen" 1 + cos! 7) (b) cos (cos e sen”! 12 ) (o) tg (tg‘1 3 + sen”! 7 )

3 5 4 25
2+2\/

Resp. (a) (b) 63 ; (c ) 5

25.23 Encontre o valor de: (a) cos (2 sen”! %), (b) sec <2tg" %), (c) sen (é cos™! ) (d) sec ( sen”! %)

L.y 3. 1. 18 -6V5
Resp. (a) 3 (b) 3 (c) \/E’ (d) -
25.24 Simplifique: (a) sen(cos™'x); (b) cos(tg™'x); (¢) tg(2 cos ~'x); (d) cos(% sen=1x)
Resp. (a) V1 = 2% (b) é; (©) 22V1 — 2. ) \/1 + V1 — 2
V1+ 2 22— 1 2

25.25 (a) Mostre que, para —1 =x =1, —% =sen 'x+cos 'x= % (b) Mostre que sen(sen ' x + cos ' x) = 1.

(c) Dos itens (a) e (b), deduza que, para —1 = x =1,sen ' x + cos 'x = %
2
25.26 Fazendo a substituigdo u = sen™! § simplifique: (@) V9 — x%; (b) ﬁ
9 —x
Resp. (a) 3cosu; (b) 3senutgu
V16 + x* + x

25.27 Fazendo a substituicio u = tg ~' £ s1mphf1que (@) V16 + x% (b)

Resp. (a) 4 sec u; (b) _cos’u_
16 sen®u

25.28 Fazendo a substituigdo u = sec™ 11X s1mp11ﬁque (a) x = xVx*— 4, (b) (x*» — 4)3?
Resp. (a) 4tgusecu; (b) 8tg’u
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25.29 Dadoy =3sen ' (x — 5), (@) defina os possiveis valores de x e y; (b) isole x em termos de y.

Resp. (a) 4=x=6, =3m/2 =y =3m/2;(b) x =35 + sen(y/3)

25.30 Use a formula de mudanca de fase para reescrever:
(a) 6 cos3x — 6sen 3x; (b) 3cosdx + \/§ sen 4x; (¢) 3 cos %x + 4 sen %x

Resp. (a) 6\6 cos (Sx + %), (b) 2\/3T cos (4x - %), (c) 5cos (%x —tg! %)



Capitulo 26

Triangulos

NOTACAO CONVENCIONAL PARA UM TRIANGULO

A notag@o convencional para um tridngulo ABC € mostrada na Fig. 26-1.

Tridngulo retangulo Tridngulo acutangulo Tridngulo obtusangulo

B

Figura 26-1

Um tridngulo que ndo tem angulo reto é chamado de triangulo obliquo. As seis partes do tridangulo ABC sdo os trés
lados a, b e c, e os trés Angulos «, B e .

RESOLVER UM TRIANGULO

Resolver um tridngulo € o processo de determinar todas as partes do tridngulo. Em geral, dadas trés partes de um tridn-
gulo, incluindo pelo menos um lado, as outras podem ser determinadas (sdo excecdes 0s casos nos quais dois tridngulos
possiveis sdo determinados ou nenhum tridngulo pode ser encontrado e ser consistente com os elementos dados).

TRIANGULOS RETANGULOS

Aqui uma parte € conhecida por ser um angulo de 90°. Dados quaisquer dois lados, ou um lado e um dos angulos
agudos, as outras partes podem ser determinadas usando as defini¢des das fungdes trigonométricas para angulos
agudos, o teorema de Pitdgoras e o fato de que a soma dos trés angulos em um triangulo plano € 180°.

Exemplo 26.1 Dado um tridngulo retangulo ABC com ¢ = 20 e &« = 30°, resolva o tridngulo.

Aqui € assumido que y = 90°.

Isole B:

Comoa + 3+ vy=180° 8 = 180° — a — y = 180° — 30° — 90° = 60°.
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Isole a:
No triangulo retdngulo ABC, sen o = %; logo, a = c sen a0 = 20 sen 30° = 10.
Isole b:

Do teorema de Pitdgoras, ¢*> = a*> + b* logo, b =V ? — a*> = V20> — 10> = V300 = 10V3

TRIANGULOS OBLIQUOS

Tridngulos obliquos sdo resolvidos usando a lei dos senos e a lei dos cossenos. Normalmente sdo reconhecidos
cinco casos, baseados em quais partes sdo dadas: AAL (s@o dados dois angulos e um lado que n@o fica entre eles),
ALA (dois angulos e um lado entre eles), LLA (dois lados e um angulo que nio fica entre eles), LAL (dois lados
e um angulo entre eles) e LLL (trés lados).

LEI DOS SENOS

Em qualquer tridngulo, a razdo entre cada lado e o seno do angulo oposto aquele lado € a mesma para todos os
trés lados:

a b a c b c

sena  senf3 sen« senvy senf3  seny

LEI DOS COSSENOS

Em qualquer tridngulo, o quadrado de algum lado € igual a soma dos quadrados dos outros dois lados, subtraido
pelo dobro do produto dos outros dois lados e o cosseno do angulo entre eles:

a* = b* + 2 — 2bc cosa

b> = a* + ¢* — 2ac cosB
¢ =a*>+ b>— 2abcosvy

EXATIDAO NA COMPUTACAO

Trabalhando com dados aproximados, o nimero de digitos significativos em um resultado ndo pode ser maior que
o numero de digitos significativos nos dados oferecidos. Ao interpretar resultados da calculadora para angulos, a
tabela seguinte € util:

Numero de digitos significativos para os lados Medida em grau de angulos
2 10
3 0,1° ou 10’
4 0,01°0u 1’
DIRECAO

Nas aplicacdes envolvendo navegacdo e aviagcdo, como também em outras situagdes, os angulos sdo normalmente
especificados com referéncia ao eixo norte-sul:

1. Direcido Bearing: Uma direcéo € especificada em termos de um angulo medido para leste ou oeste a partir de
um eixo norte-sul. Desse modo, a Fig. 26-2 mostra as dire¢des de N30°L e S70°0O.
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N
30°
¢ L
70°
N
Figura 26-2

2. Direcao Heading: Uma direcdo € especificada em termos de um angulo medido no sentido horério a partir do
norte. Desse modo, a mesma figura mostra dire¢des de 30° e 250° (ou seja, 180° + 70°).

ANGULOS DE ELEVAGCAO E DEPRESSAO

1. Angulo de elevaciio & o dngulo medido da horizontal para cima da linha de visdo do observador.
2. Angulo de depressio ¢ o ngulo medido da horizontal para baixo da linha de visdo do observador.

Angulo de elevacao Angulo de depressao
Objet Horizontal
7 Jeto Observador <
Sad '/ Angulo de depressa
‘3&4 7 ngulo de depressio
A e
7 Angulo de elevacio % \

Has N

Observador «= 0 N
Horizontal Objeto
Figura 26-3

Problemas Resolvidos

26.1 Dado um triangulo retangulo ABC com a = 42,7° e a = 68,2, resolva o tridngulo. (Ver Fig. 26-1.)

Aqui se assume que y = 90°. Em qualquer triangulo retangulo, os angulos agudos sdo complementares, visto que o +
B + 90° = 180° implicaem o + 3 = 90°.

Isole B:
B =90°—a=90°—427° = 473°
Isole b:
No triangulo retingulo ABC, tg & = % logo, b = —%— = 682 73,9
g g . tga = logo, a @42.7° 9.
Isole c:
No triangulo retingulo ABC, sen & = %; logo, ¢ = —%— = _ 682 _ 100,6
& g ’ ¢ 1080, sena sen42,7° o

De forma alternativa, use o teorema de Pitdgoras para encontrar ¢, uma vez que a e b sao conhecidos. Porém, € preferi-
vel, sempre que possivel, usar dados disponiveis no lugar de dados calculados, uma vez que sdo acumulados erros nos
célculos.
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26.2 Dado um triangulo retdngulo ABC com c¢= 5,07 e a = 3,34, resolva o tridngulo. Expresse os angulos em
graus e minutos. (ver Fig. 26-1)

Aqui estd assumido que y = 90°.

Isole a:

No tridngulo retingulo ABC, sen a = %; logo, a = sen”! % =sen~!3:34 = 41° 12,

5,07
Isole B3:
No tridngulo retdngulo ABC, a + 3 = 90°;logo, B = 90° — a = 90° — 41° 12" = 48°48'.
Isole b:

Do teorema de Pitdgoras, ¢ = a* + b logo, b = V2 — @ = /5,072 — 3342 = 3 81.

26.3 Quando o angulo de elevacdo do Sol € 27°, um poste projeta uma sombra de 14 metros no solo. Encontre a
altura do poste.

Esboce uma figura (ver Fig. 26-4).

T
~
e
g h
~
P e
§ < B
Figura 26-4

No tridngulo retangulo S7B, faca h = altura do poste. Sabe-se que SB = 14 e £S = 27°, entdo, tg S = S}]lf?

, assim,

h=SBtgS = 14tg27° = 7,1 metros

26.4 Um avido deixa um aeroporto e viaja com uma velocidade média de 450 quildmetros por hora em uma dire-
¢do heading de 250°. Depois de 3 horas, qudo distante ao sul e quio distante ao oeste ele estd da sua posi¢do
original?

Esboce uma figura (ver Fig. 26-5).

N
A

O« ? >

250°

pm s -,

€

Figura 26-5

Na figura, a posicao original € O e a posicdo final € P. Assim, OP = (450 km/h) (3h) = 1350 km. Como a direcdo hea-
ding € 250°, ZAOP deve ser 250° — 180° = 70°.

Logo, no tridngulo retingulo AOP,

% = cos AOP, ou OA = OP cos AOP = 1350 cos 70° = 462 km ao sul

1(4)71; = sen AOP, ou AP = OP sen AOP = 1350 sen 70° = 1269 km a oeste
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26.5 De um ponto ao nivel do solo o angulo de elevacdo do topo de um prédio € 37,3°. De um ponto 50 jardas*
mais préximo, o angulo de elevacdo € 56,2°. Encontre a altura do prédio.

Esboce uma figura (Fig. 26-6).

Y
‘7/
7 b
o
// 4
2> 7 r
C 50D x B

Figura 26-6

Introduza a varidvel auxiliar x. A fungio cotangente € escolhida, uma vez que conduz a uma dlgebra mais simples para
eliminar x. No tridngulo retangulo DBT,

cotg TDB = %
No tridngulo retangulo CBT,
cotg TCB = 50; X
Portanto,
_ =0+x_x_50
cotg TCB — cotg TDB 7 n =
logo,
50 50

h= cotg TCB — cotg TDB :cotg 37,3°— cotg 56,2° = 78 jardas

Nota: A precisdo do resultado € determinada pela precisdo na medigdo dos dados. Observe também que calculando a
cotangente em uma calculadora cientifica, € usada a identidade cotg u = 1/ (tg u).

26.6 Demonstre a lei dos senos.

Duas situacdes tipicas (tridngulos agudo e obtuso) estdo esbocadas (Fig. 26-7).

Figura 26-7

h representa uma altura do tridngulo, desenhada a partir de um vértice (mostrado como B) e perpendicular ao lado opos-
to. No tridngulo obtuso, a altura fica fora do tridngulo. Em geral, no entanto, os tridngulos ADB e CDB sdo triangulos
retangulos. No tridngulo ADB,

_h
sena = —,

o logo, h = csen

* N. de T.: Uma jarda € uma medida inglesa de comprimento que corresponde a 91 centimetros.



CapiTULO 26 * TRIANGULOS ~————— LD

No tridngulo CDB, ZBCD € vy ou 180° — . Em qualquer caso, sen BCD = sen y = sen(180° — 7); logo,

sen BCD =seny =

%, portanto, 4 = a sen y

Assim, a sen 'y = ¢ sen «, ou dividindo ambos os lados por sen « sen v,

a c

sena  senvy

Nota: Como as letras sdo arbitrariamente escolhidas, os outros casos da lei dos senos podem ser imediatamente obtidos
por substitui¢do (algumas vezes chamada rotagdo de letras): substitua a por b, b por ¢, ¢ por a e também « por 3, 3 por

Y, Y por a.

A lei dos senos também € aplicada para um tridngulo retingulo; a demonstracdo € deixada para o estudante.

26.7 Analise os casos AAL e ALA para resolver um triangulo obliquo.

Em qualquer dos casos, dois dngulos sdo conhecidos; logo, o terceiro pode ser encontrado imediatamente, ja que a soma
dos angulos de um tridngulo ¢ 180°. Com os trés angulos conhecidos, e um lado dado, existe informacdo suficiente
para substituir na lei dos senos a fim de encontrar o segundo e o terceiro lados. Por exemplo, dado a, entdo b pode ser
encontrado, uma vez que

asen 3
4 b logo, b =

sena  senf3’ sen «

26.8 Resolva o tridngulo ABC, dados o« = 23,9°, B = 114°e ¢ = 82,8.
Como sdo dados dois angulos e o lado entre eles, esse € o caso ALA.
Isole .
Comoa + 3+ y=180° vy =180°—a — B = 180° — 23,9° — 114° = 42,1°.
Isole a:

Da lei dos senos, onsequentemente

_a __c |
sen a seny’ ¢
_csena 82,8 sen 23,90

senvy sen42,1° =300
Isole b:
Aplicando a lei dos senos outra vez, b__ _c , logo,
senf3  seny
csen °
_ osenB _ 828senll4” _ .

seny sen42,1°

26.9 Um corpo de bombeiros B localiza-se 11 quildmetros a leste do corpo de bombeiros A. Uma fumaga € avis-
tada na direcao bearing S23°40" L do corpo de bombeiros A, e S68°40’0O do corpo de bombeiros B. Qual a
distancia do fogo até cada corpo de bombeiros?

Esboce uma figura (Fig. 26-8).

A 11,0 B

Figura 26-8

Dado olado AB = ¢ = 11,0, £S5,AC = 23°40" e £S,BC = 68°40’, segue que

a =90° — 23°40" = 66°20" e B = 90° — 68°40" = 21°20’

Portanto, sdo dados dois angulos e o lado entre eles e esse € o caso ALA.
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PRE-CALCULO

Isole vy.
y=180° — a — B = 180° — 66°20" — 21°20" = 92°20’
Isole a:
Da lei dos senos, = ; consequentemente,
sena  senvy
_ csena _ 11,0 sen 66°20" _ 10.1 km de B
seny sen 92°20’
Isole b:
Aplicando a lei dos senos novamente, = —% :logo,
senf3  seny
_esenB _11,05en 21°20" _y 1 40 de 4

seny sen 92°20'

Analise o caso LLA quando se resolve um triangulo obliquo.

Existem vdrias possibilidades. Assuma, por consisténcia, que a, b e « sdo dados. Desenhe uma reta de comprimento
ndo especificado para representar c e, entdo, desenhe o angulo « e o lado b. Logo, os seguintes casos podem ser distin-
guidos:

o agudo (ver Fig. 26-9):

bsena > a bsena=a bsena<a<b a=bhb
b b
a a b
[# L A
c < ¢’ ¢
Nao existe Um tridngulo Dois triangulos Um tridngulo
Figura 26-9
« obtuso (ver Fig. 26-10):
a=»b a>b
2 a
b b
a a
¢ c
Nao existe Um tridngulo

Figura 26-10

Em cada caso, comece calculando os possiveis valores de 8, usando a lei dos senos:

a b
Como = ; bsena
sena  senp a

segue-se que sen 3 =

Se o valor de sen 3 calculado por este caminho € maior que 1, ndo existe solug¢@o para essa equagio e nenhum triangulo
é possivel. Se esse valor de sen 3 = 1, existe um tridngulo (retangulo) possivel. Se esse valor de B < 1, existem duas
solucdes para [3:

711)56%33’ = 180° — sen

_ _1bsena
B = sen —a
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Se ambas as solugdes, substituidas em o0 + 8 + y = 180°, produzem um valor positivo para vy, entdo dois tridngulos sao
possiveis; se ndo, somente a primeira solu¢io conduz a um tridngulo possivel e existe apenas um tridngulo.

O caso LLA € conhecido algumas vezes como um caso de ambiguidade, pois existem muitas possibilidades e porque
dois tridngulos podem ser determinados pela informagdo dada.

Resolva o tridngulo ABC, dados o = 23,9°,a = 43,7e b = 35,1.

Esboce uma figura, comegando com um segmento de reta de comprimento ndo especificado para representar ¢c. Como
dois lados e um angulo que ndo estd entre eles sdo dados, esse € o caso LLA.

35,1 3,7
23.9°

c

Figura 26-11

Da figura e do fato de que a> b, um unico tridngulo € determinado pelos dados disponiveis.

Isole B:
35,15en23,9°
senfg = D3RG — ST 03054

B =sen~10,3254 = 19,0°

Isole .
y=180° —a — B = 180° — 23,9° — 19,0° = 137,1°

Observe que a segunda solugio de sen 8 = 0,3254, isto &, B = 180° — sen™!0,3254 = 161°, é muito grande para ser
consistente com o mesmo tridngulo no qual o« = 23,9°; essa possibilidade deve ser descartada.

Isole c:

. a C
Da lei dos senos = , logo
sena  seny

_aseny  437senl37,1° _
€~ Sena sen23,9° 74

Demonstre a lei dos cossenos.

Duas situacdes tipicas (angulo vy agudo e obtuso) estdo esbocadas (Fig. 26-12).

Em qualquer caso, como A € um ponto distante » unidades da origem, no lado final de y em posicdo canonica, as coor-
denadas de A sdo dadas por (b cos 7y, b sen y). As coordenadas de B sdo dadas por (a, 0). Entdo, a distancia de A até B,
denotada por ¢, € dada pela férmula da distdncia como:

¢ = dAB) = V(a — bcosy)? + (0 — bseny)?

Elevando ao quadrado

c® = (a — bcos y)* + (bsen y)°

y

<

Figura 26-12
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26.13

26.14

26.15

Simplificando:
c? = a* — 2ab cos y +b*cos’y + b’sen’y

= a* — 2ab cos y +b*(cos>y + sen’y)

Logo, pela identidade pitagérica,
2 =a*>+ b*— 2abcosy

Nota: Como as letras sdo arbitrariamente escolhidas, os outros casos da lei dos cossenos podem ser imediatamente
obtidos por substituicdo (algumas vezes chamada rotacdo de letras): substitua a por b, b por ¢, ¢ por a e também « por
B. B por v, y por a.

A lei dos cossenos também se aplica ao tridngulo retangulo; para o lado oposto ao angulo reto reduz-se ao teorema de
Pitdgoras; a prova € deixada para o estudante.

Analise os casos LAL e LLL quando se resolve um tridingulo obliquo.

No caso LAL, sdo dados dois lados e o angulo entre eles. Denote-os por a, b e y. Entdo, nenhuma das trés razdes na lei
dos senos € conhecida a principio, assim nenhuma informacéo pode ser obtida dessa lei. Da lei dos cossenos, porém, o
terceiro lado ¢, pode ser determinado. Entdo, com os trés lados e um angulo conhecido, a lei dos senos pode ser usada
para determinar um segundo angulo. Se o menor dos dois angulos desconhecidos (menor porque estd oposto a um lado
menor) € escolhido, esse angulo deve ser agudo e, assim, existe apenas uma possibilidade. O terceiro angulo segue
imediatamente, uma vez que a soma dos trés angulos deve ser 180°.

No caso LLL, novamente nenhuma das trés razdes na lei dos senos € conhecida a principio, assim nenhuma informagao
pode ser obtida dessa lei. Contudo, a lei dos cossenos pode ser utilizada para isolar o cosseno de um angulo desconhe-
cido resultando:

b+ 32— a a+ - a*+ b —

cosa = e cosfB = 2ac cosy = 2ab

Se o angulo oposto ao maior lado € calculado primeiro, o angulo serd obtuso se o seu cosseno for negativo e serd agudo
se for positivo. Em qualquer caso, os outros dois dngulos ndo podem ser obtusos e devem ser agudos. Por essa razdo,
o segundo angulo pode ser encontrado da lei dos senos sem ambiguidade, uma vez que este angulo deve ser agudo. O
terceiro angulo segue imediatamente jd que a soma dos trés angulos deve ser 180°.

Resolva o tridngulo ABC, dados a = 3,562, ¢ = 8,026 e B = 14°23".
Como sdo dados dois lados e o angulo entre eles, esse € o caso LAL.
Isole b:
Da lei dos cossenos:
b* = a*+ ¢ — 2ac cosP = (3,562)* + (8,026)* — 2(3,562)(8,026)cos14°23" = 21,7194
Logo
b= V21,7194 = 4,660
Isole o menor dos dois angulos desconhecidos, o qual deve ser a:

asenf_ 3,562sen14°23’
b 4,660

. a b
Da lei dos senos = 5 logo, sen o =

"sena  senf =0,18986. A tnica solucdo aceitdvel dessa

equacio deve ser um angulo agudo; logo, & = sen™! 0,18986, ou, expresso em graus e minutos, « = 10°56'.
Isole 7.

v=180° —a — B = 180° — 10°56" — 14°23" = 154°41’

Resolva o tridngulo ABC, dados a = 29,4, b = 47,5e ¢ = 22,0.

Como os trés lados sdo dados, esse caso € o LLL. Comece por isolar o maior angulo, 3, que € o maior porque € oposto
ao maior lado, b.

Isole B:
Da lei dos cossenos,

@t b Q942 F Q207 — (1S
2ac 2(29.4)(22.0) =07

cosf3 =
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A tinica solugio aceitdvel dessa equacio deve ser um Angulo obtuso; logo, 8 = cos ™ !(—0,70183), ou expresso em graus,
B = 134,6°

Isole a:

. a b asenf  294sen[cos™!(—0,70183)] . . .
Da lei dos senos, = ; logo, sen a = = = 0,44090. A tnica solug¢do acei-
sena  senf b 47.5

tdvel dessa equagio deve ser um angulo agudo, logo v = sen™'0,44090, ou expresso em graus, o = 26,2°.

Isole vy.
v=180°—a — b =180° — 26,2° — 134,6° = 19,2°

26.16 Um carro deixa uma interse¢do viajando em uma velocidade média de 56 milhas por hora. Cinco minutos
depois, um segundo carro deixa a mesma interse¢ao e viaja em uma estrada que faz um angulo de 112° com
a primeira, em uma velocidade média de 48 milhas por hora. Assumindo que as estradas sejam retas, qual a
distancia que separa os carros 15 minutos depois que o primeiro carro tenha partido?

Esboce uma figura (ver Fig. 26-13).

112°

14
Figura 26-13

Seja x = a distancia pedida. Como o primeiro carro viaja a 56 mph (milhas por hora) durante % h, chega a uma distancia
de 56 (41) = 14 milhas. O segundo carro viaja a 48 mph durante % h, assim chega a uma distancia de 48 (%) = 8 milhas.
No tridngulo, sdo dados dois lados e o angulo entre eles; logo, pela lei dos cossenos,

X2 =82+ 147 — 2(8)(14) cos112° = 343,9
Logo, x = V/343,9 = 19 milhas, com a mesma precisdo dos dados fornecidos.

26.17 Um pentagono regular € inscrito em um circulo de raio 10,0 unidades. Encontre o comprimento de um lado
do pentdgono.

Esboce uma figura (ver Fig. 26-14).

TN

74l

N——
Figura 26-14

Sejax = o comprimento de um lado. Como o pentdgono € regular, o angulo o = éde um circulo completo = 72°. Logo,
da lei dos cossenos,

x* = (10,0)*> + (10,0)> — 2(10,0)(10,0)cos72° = 138,2; portanto, x = \/138,2 = 11,8 unidades
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Problemas Complementares

26.18

26.19

26.20

26.21

26.22

26.23

26.24

26.25

26.26

26.27

26.28

26.29

26.30

Resolva um triangulo retangulo dados ¢ = 350 e @ = 73°.

Resp. B =17°,b =107, c = 366

Resolva um triangulo retangulo dados b = 9,94 e ¢ = 12,7.

Resp. a =790, 8 =51,5° a = 38,5°

Um retangulo tem 173 metros de comprimento e 106 metros de altura. Encontre o angulo entre uma diagonal e o lado
maior.

Resp. 31,5°

Do alto de uma torre, o Angulo de depressido de um ponto ao nivel do solo € 56°30’. Se a altura da torre € 79,4 pés,
qual a distancia do ponto até a base da torre?

Resp. 52,6 pés

Uma antena de rddio € fixada no topo de um prédio. De um ponto 12,5 metros da base do prédio, a partir do nivel do

solo, o angulo de elevagdo da base da antena € 47,2° e o dngulo de elevacdo do topo € 51,8°. Encontre a altura da antena.

Resp. 2,39 metros
Mostre que a lei dos senos vale para um tridngulo retangulo.

Mostre que a lei dos cossenos vale para um tridngulo retangulo, e se reduz ao teorema de Pitdgoras para o lado oposto
ao angulo reto.

Mostre que a drea de um tridngulo pode ser expressa como a metade do produto de quaisquer dos dois lados pelo seno
do angulo entre eles. (A = %bc sen «)

Quantos tridngulos sao possiveis, baseando-se nos dados apresentados?

(@) a=20°b=230,y=40°%(b) a =20°b=30,a=>5;() a=30,c=20,vy50%
(d) a=30,c =230,y =100°(e) B =20°0b=150,c=30

Resp. (a) 1; (D) 0;(c) 2;(d) 0;(e) 1

Resolva o tridngulo ABC dados (a) B = 35,5°, y = 82,6°, ¢ = 7,88; (b) a = 65°50’, B = 78°20", ¢ = 15,3.
Resp. (a) a = 61,9°,b=4,61,a="7,01; () yv=235°50",a=23,8.b=25,6

Resolva o tridngulo ABC dados (a) a = 12,3, b = 84,5, = 71,0% (b) a = 84,5,b = 12,3, a« = 71,0°;
(¢) a=4,53,c=647, a=1393%(d) a=934,b = 1420, 3 = 108°.

Resp. (a) Nenhum tridngulo pode ser obtido com os dados disponiveis; (b) B = 7,91°, v = 101°, ¢ = 87.7;
(¢) Dois tridngulos podem ser obtidos com os dados disponiveis; tridngulo 1: y = 64,8°, B = 75,9°, b = 6,94,
tridngulo 2: y' = 115,2°, B’ = 25,5°,b" = 3,08; (d) o = 38,7°, y =33,3°, ¢ =819

Quantos tridngulos sao possiveis, baseando-se nos dados apresentados?

(@) a =30, =40° ¢ =50;(b) a=80,b=120,c=30;(c) a=40,b=50,c = 35;
(d) & =75 B =35°y="70%(e) a=40,b =40,y = 130°

Resp. (a) 1;(b) 0;(c) 1;(d) uma infinidade; (e) 1

Resolva o tridngulo ABC dados (a) b = 78, ¢ = 150, « = 83°; (b) a = 1260, b = 1440, ¢ = 1710.
Resp. (a) a =160, B =29°, vy =68° (b) a = 46,2°, 8 = 55,5°, v =78,3°



26.31

26.32

26.33

26.34

26.35
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Os pontos A e B estdo em lados opostos de um lago. Para encontrar a distancia entre eles, um ponto C € colocado a
354 metros de B e 286 metros de A. O adngulo entre AB e AC € 46°20’. Encontre a distancia entre A e B.

Resp. 485 metros

Dois lados de um paralelogramo medem 9 e 15 unidades de comprimento. O comprimento da diagonal menor do pa-
ralelogramo mede 14 unidades. Encontre o comprimento da diagonal maior.

Resp. 4/ 26 = 20,4 unidades

Um avido viaja 175 milhas na direcdo heading 130° e, em seguida, viaja 85 milhas na direc@o heading 255°. Qual a
distancia do avido a partir do ponto inicial?

Resp. 144 milhas

sena + senpf

atb _
¢ seny

(a) Use alei dos senos para mostrar que em qualquer tridngulo

+b cos%(a - B)
¢ sen(yR2)

(b) Use o resultado do item (a) para obter a férmula de Mollweide: a
Por conter as seis partes de um tridngulo, a férmula de Mollweide €, algumas vezes, usada para verificar os resultados
nos tridngulos resolvidos. Use a férmula para verificar os resultados no Problema 26.27a.

1
a+b cosz(a — B)
o = L4746, Tsen(y2)

Resp. = 1,4751; os dois lados estéo de acordo com a precisdo dos dados disponiveis.



Vetores

VETORES E QUANTIDADES VETORIAIS

Uma quantidade com magnitude e dire¢do € chamada de quantidade vetorial. Exemplos incluem forga, velocidade,
aceleracdo e deslocamento linear. Uma quantidade vetorial pode ser representada por um segmento de reta orienta-
do, chamado vetor (geométrico). O comprimento do segmento de reta representa a magnitude do vetor; a direcdo é
indicada pela posi¢ao relativa do ponto inicial e do ponto final do segmento de reta. (ver Fig. 27-1)

Q

Figura 27-1

Os vetores sao indicados por letras em negrito. Na figura, P € o ponto inicial do vetor v e Q € o ponto final. O vetor
v também poderia ser representado como o vetor @

ESCALARES E QUANTIDADES ESCALARES

Uma quantidade somente com magnitude € chamada uma quantidade escalar. Exemplos incluem massa, compri-
mento, tempo e temperatura. Os nimeros usados para medir quantidades escalares sdo chamados escalares.

VETORES EQUIVALENTES

Dois vetores sao ditos equivalentes se t€ém a mesma magnitude e a mesma direcao.

Figura 27-2
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Normalmente, equivaléncia € indicada com o simbolo de igualdade. Na Fig. 27-2, v = w, mas u # v. Como ha um
nimero infinito de segmentos de reta com uma dada magnitude e dire¢ao, hd um niimero infinito de vetores equi-
valentes a um dado vetor (algumas vezes chamados de copias do vetor).

VETOR NULO

Um vetor nulo € definido como um vetor com magnitude zero e representado por 0. Os pontos inicial e final do
vetor nulo coincidem; logo, um vetor nulo pode ser entendido como um simples ponto.

ADICAO DE VETORES

A adicdo de dois vetores € definida de duas formas equivalentes, o método do tridangulo e o método do paralelogramo.

Método do tridngulo Método do paralelogramo

V+WwW W

Figura 27-3

1. Método do triangulo: Dados ve w, v + w € o vetor formado como segue: coloque uma cépia de w com ponto
inicial coincidente com ponto final de v. Entdo v + w tem o ponto inicial de v e o ponto final de w.

2. Método do paralelogramo: Dados ve w, v + w € o vetor formado como segue: coloque cépias de v.e w com
0 mesmo ponto inicial. Complete o paralelogramo (assumindo v e w como segmentos de retas nao paralelas).
Entdo, v + w € a diagonal do paralelogramo com esse ponto inicial.

MULTIPLICAGCAO DE UM VETOR POR UM ESCALAR

Dado um vetor v e um escalar ¢, o produto cv € definido como segue: se ¢ € positivo, cv € um vetor com a mesma
direcdo de v e ¢ vezes sua magnitude. Se ¢= 0, entdo, cv = 0v = 0. Se ¢ € negativo, c¢v € um vetor com a diregio
oposta de v e Icl vezes a magnitude de v.

v
Exemplo 27.1 Dado v como mostrado ao lado, desenhe 2v, % ve —2v /

O vetor 2v tem a mesma direcdo de v e duas vezes a magnitude. O vetor % v tem a mesma dire¢@o de v e metade da
magnitude. O vetor —2v tem dire¢io oposta de v e duas vezes a magnitude (ver Fig. 27-4).

/——2:’/
1 -2v
v
__z_? /
Figura 27-4

SUB TRAGCAO DE VETORES

Se v € um vetor ndo nulo, —v € o vetor com a mesma magnitude de v e direcdo oposta. Entdo, v — w ¢ definido
como v + (—w).
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Exemplo 27.2 Tlustre as relacdes entre v, w, =W,V — weV + (—w).

Ver Fig. 27-5.

Figura 27-5
—w tem a mesma magnitude de w e a dire¢@o oposta. v + (—w) € obtido pelo método do tridngulo. Do método do
paralelogramo, observe que

v+ (—w)+w=yv V—-W+ W=V

Portanto, v — w € o vetor que deve ser somado a w para obter v.

VETORES ALGEBRICOS

—_—

Se um vetor v € colocado no sistema de coordenadas cartesianas tal que v = P P_, onde P, tem coordenadas (x,,y,)
e P, tem coordenadas (x,,y,), entdo o deslocamento horizontal de P, a P,, x, — x, € chamado de componente hori-
zontal de v, e o deslocamento vertical y, — y, € chamado de componente vertical de v (ver Fig. 27-6).

y
A Py(x3,,)

it

Py(x;,yp)

>

Figura 27-6

Dadas as componentes horizontal e vertical a e b, entdo v € completamente determinado por a e b e € escrito como
o vetor algébrico v = {a, b). Entdo, v = 0_13, onde P tem coordenadas (a,b). Existe uma correspondéncia um-a-um
(injetora) entre os vetores algébricos e geométricos; qualquer vetor geométrico correspondente a {a, b) € chamado
um representante geométrico de {a, b).

OPERACOES COM VETORES ALGEBRICOS
Sejav =(v,, v,) e W = (w,, w,). Entdo,

v+ w= +w,v,+ w) —wW={(—w, —w,)

V=W=(,—w,v,— W) cv = (cv,, cvy)
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Exemplo 27.3 Dadosa = (3, —8)eb = (5, 2), encontre a + b.

a+b=3 -8 +(2=3+5 —8+2)=(8, —6)

MAGNITUDE DE UM VETOR ALGEBRICO

A magnitude de v = (v, v,) € dada por

V= Vit + v
ALGEBRA VETORIAL
Dados os vetores u, v e w, entdo,
V+Fw=w+vV u+(v+w)=@u+v)+w v+0=v
v+ (=v)=0 c(v+w) =cv+cw (c+dyv=cv+dv
(cd)v = c(dv) = d(cv) lv=v Oov=20

MULTIPLICAGAO VETORIAL

Dados dois vetores v = (v, v,) e W = (w,, w,), 0 produto interno de v e w é definido como v - w = v,w, + v,w,
Observe que esta € uma quantidade escalar.

Exemplo 27.4 Dadosa = (3, —8)e b = (5, 2), encontre a - b.

ab=3-5+(-82=-1
ANGULO ENTRE DOIS VETORES

Se dois vetores ndo nulos v = (v,, v,) e W = (w,, w,) tém representacdes geométricas OV ¢ OW, entdo o Angulo
entre v e w € definido como o angulo VOW (Fig. 27-7).

y
A

> x

Figura 27-7

TEOREMA DO PRODUTO INTERNO

Se 6 € o angulo entre dois vetores ndo nulos ve w, entdo v - w = |vl Iwl cos 6.
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PROPRIEDADES DO PRODUTO INTERNO

Dados os vetores u, v e w, € a sendo um nuimero real, entdo

u -+ v = v - u(propriedade comutativa) (av) - w=a(v-w) (propriedade associativa)
u(v+w)=u-v+tu-w (propriedade distributiva)
v-v=0ev-v=0se esomentese,v=0 (propriedade da positividade)

Problemas Resolvidos

27.1 Dados os vetores v e w como mostrados, esboce v + w, 2v e 2v —% w.

e

Para encontrar v + w, coloque uma c6pia de w com o ponto inicial coincidente com o ponto final de v. Entdo, v + w tem
o ponto inicial de v e o ponto final de w.
Para encontrar 2v, esboce um vetor com a mesma dire¢do de v e o dobro da magnitude.

1 1 N . . o
Para encontrar 2v — = w esboce — = w, um vetor com direcio oposta a w e metade de sua magnitude, cujo ponto inicial

2 2
é coincidente com o ponto final de 2v. Portanto, 2v —% w tem o ponto inicial de 2v e o ponto final de —% w.
-1
2W
2v l 2v
V3w
Figura 27-8
27.2 Dadosv = (—5,3)ew = (0, —4), encontre v + w, 4v e 2v —% w.

v+ w=(=53)+0,-4)=(=5+0,3+(—4)=(=5—1)
4v = 4(=5,3) = (4(—=5),4 - 3) = (20, 12)

v — %w = 2(—5,3) — %(0, —4y = (—10,6) — (0. —2) = (—10. 8)

27.3 Dado o vetor v = (v,, v,), (@) mostre que a magnitude de v é dada por Ivl = V vf + v% ; (b) encontre o
angulo 6 formado pelo vetor v = (v, v,) e a horizontal.

(a) Desenhe uma cépia de v com o ponto inicial na origem; entdo, o ponto final de v € P(v,, v,).

y
A
~ .

p
\9

P(v,v,)

Figura 27-9
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27.5

27.6
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Da férmula da distancia,

Wl =d0,P) = Vv, = 0 + (v, — 0> = V)2 +12
(b) Das definicdes de fungdes trigonométricas como razdes (Capitulo 22), como P é um ponto no lado final do angulo 6,

V.

—_ 2
tgefv—l
e

Portanto, se 0 = 0 < 7/ 2, entdo, 6 = tg"' 5 Por outro lado, 6 € um angulo com esse valor como angulo de refe-
1

réncia. (Se v, = 0, entdo, se v,> 0, § pode ser tomado como 7/2 + 27n; e se v, < 0, 0 pode ser tomado como — /2
+ 27n.)

Encontre Ivl e o dngulo 6 formado entre o vetor v = (v, v,) e a horizontal, dados
(@ v=_8,5;  (b) v=(-6,-6)
(@) Ivl = V8 + 52 = V89.1g0 = g Como o ponto inicial de v estd na origem, o ponto final (8,5) no quadrante I,

60 pode ser tomado como estd tg™" %

) vl = V(=6 + (=62 = V72 = 6\V2. gl = :—g = 1. Como o ponto inicial de v estd na origem, o ponto
final (—6,—06) estd no quadrante III, 6 pode ser tomado como qualquer solu¢@o de tg 6 = 1 nesse quadrante, por
exemplo, S7/4.

Resolva um vetor v em componentes horizontal e vertical.

y

A

P(vi,v2)

<

» X

Figura 27-10

Veja a Fig. 27-10. Vetor v = (v,, v, ). v, e v, referem-se, respectivamente, as componentes horizontal e vertical de v.
Como as coordenadas de P sdo (v v,),

v v,
cosh e — = senf

Lo
vl vl
logo, v, = vl cos 0 e v, = |vl sen 6 sdo os componentes horizontal e vertical de v.

Mostre que para quaisquer dois vetores algébricos ve w, v+ w = w + v (adicdo de vetores € comutativa).
Assim, v = (v, v,) e W = (w,, w,). Entdo,
vEw={,v)+w,w)= +tw,v,+w)
e
wHv=>w,w)+ . v) =W +v,w,+v,)
Pela lei comutativa da adigéo entre nimeros reais, (v, + wy, v, + w,) = (w, + v,, w, + v,). Logo,

V+FW=W+YV
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27.7

27.8

Prove que, se 6 € o Angulo entre dois vetores ndo nulos v e w, entdo v - w = |v| Iwl cos 6.

Primeiro, considere o caso especial quando v e w t&ém a mesma dire¢do. Entdo, 6 = 0 e w = kv, sendo que & € positivo.
Logo,

Vew =ve kv =y, v,) kv, kv) = kvl + kvl

€

vl lwl cos 6 = \/vf + v2 \/kzvf + kv3cos0 = kv + kv3
Portanto, v - w = vl Iwl cos 6 nesse caso.

Um segundo caso especial ocorre quando v e w tém direcdes opostas. Esse caso € deixado para o estudante. Por outro
lado, tome os vetores geométricos v e w, cada um com ponto inicial na origem, e considere o triangulo formado por v,

we v — w. O ponto final de v € V(v,, v,) e o ponto final de w é¢ W (w,, w,). v — w = WV = (v, — wy, v, — w,). Entio,

pela lei dos cossenos aplicada no triangulo VOW,

lv — wi> = Ivl> + Iwl*> — 2Ivl Iwlcos 0

Figura 27-11

Ou, escrevendo em termos das componentes,
_ 2 _ 2 2 2 2 2 _
v, —w)?+ (v, = w)* =vi +v; + wi + w; — 2lvliwlcosd

Simplificando o lado esquerdo, subtraindo e dividindo ambos os lados pela mesma quantidade resulta,

2 2 2 2 — 4,2 2 2 2
vi = 2vw, + w93 = 2w, + wi = v+ vy + wi + wy — 2Ivliwlcos o
—2v,w, = 2v,w, = =2 vl Iwl cos 6

Ivl Iwl cos 6

vw, T vw,
Como o lado esquerdo, por defini¢do, € v - w, a prova esta completa.
Encontre o Angulo 6 entre os vetores (5, 6) e (7, —8).

A férmula no problema anterior € frequentemente escrita como

vV W
v]Iwl

cosf =

Nesse caso, a férmula € aplicada para obter

(5,6)+(7,—8) 5-7 + 6(—8) -13
cosf = = =

(5.6)| (7,-8)] /32 + @V + (-8 V6l V113

Assim, § = cos™! ou, expresso em graus, 6 = 99°.

~13
Vel V113



279

27.10

CaPiTULO 27 * VETORES ~ —— I P

Prove a propriedade comutativa do produto interno.
Sejamu = (u;, u,)e v=<{(v,,v,). Entdo,u - v=u, v, + u,v,e v-u = v, u; + v, u,. Pelalei comutativa de multiplica-
¢do entre nimeros reais, u, v, = v, u, e u, v, = v, u,. Logo,

usv = uyy, +ouy, = vt v, = Ve

O vetor soma de forgas € geralmente chamado de resultante das forcas. Encontre a resultante de duas forgas,
uma forca F, de 55,0 libras e uma forca F, de 35,0 libras agindo em um angulo de 120°em relagdo a F,.

Denote a forca resultante por R. Esboce uma figura (ver Fig. 27-11).

Figura 27-12

Como £LAOB estd dado como 120°, o angulo 6 deve medir 180°— 120°= 60°. Da lei dos cossenos aplicadas no trian-
gulo OBC,

R[> = |F1|2 + |F2|2 - 2|I"1||F2|COS‘9
= 552 + 352 — 25535 cos 60°
= 2325

Portanto, IRl = V2325 =48,2 libras. Isso determina a magnitude da forca resultante; como R € um vetor, a diregao de
R deve também ser determinada. Da lei dos senos aplicada ao triangulo OBC,

sen AOC _ senf

Fol  [R]
Logo,
/. AOC = sen™! |F2’;Tle = sen~! 35%112600 = 38,9°

Problemas Complementares

27.11

27.12

27.13

Seja v um vetor com ponto inicial (3,8) e ponto final (1,1). Seja w um vetor com ponto inicial (3,—4) e ponto final
(0,0). (a) Expresse ve w em termos de componentes. (b) Encontre v+ w,v — w,3v —2we v - w. (¢) Encontre Ivl,
Iwl e o angulo entre ve w.
Resp. (a) v={(=2,—-T),w=(=3,4)

b) v+w=(=5 -3, v—w=(l,—11),3v=2w =(0, =29),v-w = —22

(c) vl =V 53, Ilwl =5, angulo = cos™! —22 , Ou, expresso em graus, =~ 127°.

5Vs3

(a) Mostre que qualquer vetor v pode ser escrito como (vl cosé, Ivisen 6).

(b) Mostre que um vetor paralelo a uma reta com coeficiente angular m pode ser escrito como a (1, m) para algum
valor de a.

Um vetor unitdrio € definido como um vetor de magnitude 1. Os vetores unitdrios nas direcdes positivas x e y sdo, res-
pectivamente, referidos comoi e j.

(a) Mostre que qualquer vetor unitrio pode ser escrito como { cos 6, sen 6).

(b) Mostre que qualquer vetor v =(v,, v,) pode ser escrito como v,i + v, j.
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27.14

27.15

27.16

27.17

27.18

27.19

Dois vetores que formam um angulo de 77/2 sdo chamados ortogonais.
(a) Mostre que o produto interno de dois vetores ndo nulos € 0 se, e somente se, 0s vetores sao ortogonais.
(b) Mostre que (10, —6) e (9, 15) s@o ortogonais.

(¢) Encontre um vetor unitério ortogonal a (2, —5) com componente horizontal positiva.

Resp. (c) {5/ @, 2/ \/279)

(a) Prove a propriedade associativa do produto interno;
(b) Prove a propriedade distributiva do produto interno;

(c) Prove a propriedade da positividade do produto interno.
Para qualquer vetor v, prove (a) v-v = vi% (b) 0-v=0.
Uma forga de 46,3 libras € aplicada em um angulo de 34,8° em relag@o a horizontal. Resolva a for¢a nas componentes

horizontal e vertical.

Resp. Horizontal: 38,0 libras; vertical: 26,4 libras

Um peso de 75 libras estd em repouso sobre uma superficie inclinada em um angulo de 25° em relagio ao solo. En-
contre as componentes do peso paralela e perpendicular a superficie.

Resp. 32 libras paralela a superficie, 68 libras perpendicular a superficie.

Encontre a resultante de duas forgas, uma com magnitude de 155 libras e direcdo N50° O, e uma segunda com magni-
tude de 305 libras e direcdio S78° O.

Resp. 376 libras na direcdo S78°0O



Capitulo 28

Coordenadas Polares e
Equacoes Paramétricas

SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

Um sistema de coordenadas polares especifica pontos no plano em termos de distincias orientadas » de um ponto
fixado chamado polo e dngulos 6 medidos de um raio fixo (com ponto inicial no polo) chamado eixo polar. O eixo
polar € a metade positiva de uma reta numerada, desenhada a direita do polo. Ver Fig. 28-1.

P(r,0)

Polo

Eixo polar

Figura 28-1

Para qualquer ponto P, 8 € um angulo formado pelo eixo polar e o raio conectando o polo a P, e r € a distancia
medida ao longo desse raio a partir do polo P. Para qualquer par ordenado (r,0), se r € positivo, tome 6 como um
angulo com vértice no polo e lado inicial o eixo polar, medindo r unidades ao longo do lado final de 6. Se r € nega-
tivo, mede |7l unidades ao longo do raio de sentido oposto ao lado final de 6. Qualquer par com r = 0 representa o
polo. Dessa maneira, todo par ordenado (7,0) € representado por um tnico ponto.

Exemplo 28.1 Represente os pontos especificados por (3,7/3) e (—3,7/3).

3, al3)
3
/3
1 2 3 4 5>
3
(=3, n/3)

Figura 28-2

COORDENADAS POLARES DE UM PONTO NAO SAO UNICAS

No entanto, as coordenadas polares de um ponto nao sao tnicas. Dado o ponto P, existe um conjunto infinito de coor-
denadas que correspondem a P, assim como existe uma infinidade de angulos com lados finais passando através de P.
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Exemplo 28.2 Liste quatro conjuntos alternativos de coordenadas polares que correspondam ao ponto P (3, 7/3).
Adicionar qualquer multiplo de 27 resulta em um angulo com lado final coincidindo com um angulo dado; logo,
(3,7m/3) e (3, 137/3) sdo duas possiveis coordenadas polares alternativas. Como 7 + 77/3 = 41/3 tem como lado final
0 raio oposto a 77/3, as coordenadas (—3, 47/3) e (—3, 107/3) sdo coordenadas polares alternativas adicionais para P.

COORDENADAS POLARES E CARTESIANAS

Se um sistema de coordenadas polares € sobreposto a um sistema de coordenadas cartesianas, como na Fig. 28-3,
as relacdes abaixo de transformagdes entre dois sistemas de coordenadas valem.

A
Se P tem coordenadas polares (r, 0) e (r, 0) 2 (x, )
b b
coordenadas cartesianas (x, y), entao
ly

2 — 2 2 = 0 l
rr=x*+y tg =y x+0) . N >

x =rcosf y =rsen 0

Figura 28-3

Exemplo 28.3 Converta (6, 27/3) para coordenadas cartesianas.

Como r = 6 e 6 = 27/3, aplicar as relagdes de transformagdes resulta

x=rcosf =6cos2m/3=—3 y=rsen0=6sen27'r/3=3\/3

Assim, as coordenadas cartesianas sdo (—3, 3 \/3:).

Exemplo 28.4 Converta (—5, —5) para coordenadas polares com r>0e 0 < 6 = 2.

Como x = —5 ey = —5, aplicar as relacdes de transformacdes resulta

PRt = (-5 (5P =50 tgh=y=—2 =1
Como r € positivo, r = V50 = 5 \6 Como o ponto (—5, —5) estd no quadrante III, 6 = 57/ 4. As coordenadas
polares que satisfazem as condi¢des dadas sdo (5 \6, Sm/4).

EQUAGCOES EM COORDENADAS POLARES

Qualquer equagdo com varidveis r e 0 pode ser interpretada como uma equagdo em coordenada polar. Frequente-
mente, r € especificado como uma funcéo de 6.

Exemplo 28.5 r6 = 1e r?= 2 cos?2 6 sdo exemplos de equagdes em coordenadas polares. r = 2senf e r = 3
— 3 cos 26 sao exemplos de equacdes em coordenadas polares com r especificado como fungao de 6.

EQUACOES PARAMETRICAS

Uma equacgao de uma curva pode ser dada especificando x e y separadamente como fun¢des de uma terceira varia-
vel, em geral ¢, chamada de pardmetro. Essas funcdes sdo ditas equagdes paramétricas de uma curva. Pontos sobre
a curva podem ser encontrados atribuindo valores permitidos de #. Com frequéncia, 7 pode ser eliminado algebrica-
mente, mas quaisquer restricdes colocadas em 7 sao necessdrias para determinar a por¢ao da curva que € especifi-
cada pelas equacdes paramétricas.

Exemplo 28.6 Desenhe a curva dada pelas equagdes paramétricasx = 1 — £,y = 2t + 2.
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Primeiro, observe que ¢ pode ser eliminado pela resolugdo da equagdo com x, obtendo t = 1 — x, entdo substitua
por t na equagdo com y para obter y = 2(1 — x) + 2 = 4 — 2x. Assim, para cada valor de ¢, o ponto (x, y) pertence
ao grafico de y = 4 — 2x. Além disso, como nio existem restri¢des sobre 7, e as fungdes x(¢) e y(f) sdo injetoras,
segue-se que x e y podem ser obtidos de qualquer valor e o grafico € toda a reta y = 4 — 2x. Faga uma tabela de
valores; em seguida, marque os pontos e conecte-os (Fig. 28-4).

34

ToTs]

xil 1] 0}-l1 2
| 2] 41 6 1 R ]

-2

Figura 28-4

Exemplo 28.7 Desenhe a curva especificada pelas equagdes paramétricas x = cos’t, y = senr.

Primeiro, observe que ¢ pode ser eliminado adicionando as equagdes que especificam x e y para obter x + y = 1.
Porém, ambas as varidveis sao restritas por essas equagdes ao intervalo [0, 1]. De fato, como ambas sdo periddicas
com periodo 7r, o grafico € a por¢do da reta x + y = 1 no intervalo 0 = x = 1, e estd desenhado repetidamente a
medida em que ¢ varia através de todos os valores reais possiveis. Faca uma tabela de valores, marque os pontos e
conecte-os (Fig. 28-5).

1
!l 0| n/4 | =/2{ 3n/4 | &
0,5
X 1 1/2 0 172 1
y 0 1/2 1 1/2 0 X

Figura 28-5

COORDENADAS POLARES E EQUACOES PARAMETRICAS

De acordo com as relagdes de transformagao, as coordenadas cartesianas de um ponto sdo dadas em termos de
coordenadas polares pelas equacdes x = r cos § e y = r sen 6. Logo, qualquer equagdo em coordenadas polares
especificando r = f(6) pode ser considerada como fornecendo equagdes paramétricas para x e y da forma x = f(6)
cos 6,y = f(6) sen 0, com 0 sendo um parametro.

Exemplo 28.8 Escreva as equagdes paramétricas para x e y sendo que » = 1 + sen 6.

x=(1+ sen 6)cos O y = (1 + sen 0) sen 0

Problemas Resolvidos

28.1 Localize os pontos com as seguintes coordenadas polares:
(a) A (4, wl6), B (6, —m/4); (b) C(—=2,5m/3),D (—5, m).

(a) (4, mw/6) estd localizado 4 unidades ao (b) (—2,57/3) esta localizado | —2| = 2 unidades
longo do raio que forma um angulo de ao longo do raio que fica em sentido oposto
/6 com o eixo polar. (6,—m/4) estd a 5/3. (—5,r) esta localizado | =51 = 5
localizado 6 unidades ao longo do raio unidades ao longo do raio com diregdo
que forma um angulo de —m/4 com o oposta a m (Fig. 28-7).

eixo polar (Fig. 28-6).
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A(4, n/6)
4
J.t/l6 i 1 1 1 )
1/2 3 4 5 6 C(-2, 5n/3)
—n/4
6 5 D(-5,m)
_____ i | L i | I3 J'. i )
s3> 1 2 3 4 5 6
B(6, —n/4) 2\\
Figura 28-6 Figura 28-7

28.2 Encontre todas as possiveis coordenadas polares que podem descrever um ponto P (r, ).

Como qualquer angulo de medida 6 + 27, onde n € um inteiro, € coterminal com 6, qualquer ponto com coordenadas
(r, 8 + 2mn) coincide com (r, 0). Além disso, como o raio que forma um angulo 6 + 7 com o eixo polar tem dire¢do
oposta ao raio formando um angulo 6, as coordenadas (r,0) e (—r,0 + ) denotam o mesmo ponto. Por fim, qualquer
ponto com coordenadas (—r,0 +  + 27n) coincide com (—r,0 + 7). Resumindo, as coordenadas (r,0 + 2mn) e (—r.,0
+ (2n+ 1)) descrevem o mesmo ponto com coordenadas (7, ).

28.3 Esbelega as relagoes de transformagao entre as coordenadas polares e cartesianas.

Ver Fig. 28-3. Seja P um ponto com coordenadas cartesianas (x, y) e coordenadas polares (r, 6). Como P (x, y) é um
ponto sobre o lado final do angulo 6, e r € a distancia de P até a origem, segue que

tgh = %(x #0) cosh = % senf = %
Logo, x = rcos 6 e y = rsen . Dessas relagdes segue que

X2+ y? = rPcos’0 + r?sen’H = r*(cos?0 + sen’h) = r?

A dltima rela¢do também deriva imediatamente da férmula da distancia.

28.4 Converta para coordenadas cartesianas: (a) <4 \@ 4777), (b) (—5, —%)
(a) Comor =4 \V3e0=4dr /3, segue da relacdo de transformacao que

x = rcos® = 4\V/3 cos(dm/3) = 4\V3(—1/2) = —2\/3
(&

y =rsenf = 4\/3sen(@dw/3) = 4\V3(—\V32) = —6.

As coordenadas cartesianas siao (—2 \/5 —0).
(b) Como r = —5e 60 = —m/2, segue da relacdo de transformagao que
x=rcosf =—5cos(—m/2)=0 e y=rsenf = —5sen (—m/2) = 5.

As coordenadas cartesianas sao (0, 5).

28.5 Converta (—8 \6 8 \[2) para coordenadas polares com r > 0e 0 = 6 = 2.
Comox = —8 \/2 ey=28 \/2 aplicando a relagio de transformacdo resulta

Yy 8\V2

rr=x?+y2=(-8V2)? + 8V22 =256 e gh =73 =

T 8Ve

Ja que r € positivo, r = V256 = 16. Como o ponto (—8 \ﬁ, 8 \/5) estd no quadrante II, 6 = 37/4.

As coordenadas polares que satisfazem as condi¢des dadas sdo (16, 37/4).

-1
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28.6 Transforme as seguintes equagdes em coordenadas polares para coordenadas cartesianas:
(a) r=4;(b) r=4cos0;(c) r’sen20 = 4.

(a) Como a equagdo em coordenadas polares se refere a todos os pontos que estdo a uma distancia de 4 unidades

da origem, essa € a equagdo de um circulo com raio 4 e centro na origem. Logo, a equagdo em coordenadas
cartesianas € x> + y> = 16.

(b) Multiplique ambos os lados por r para obter uma equacio mais facil para trabalhar: > = 4r cosf. Essa operacio
adiciona o polo ao grifico (r = 0). Mas o polo ja era parte do gréfico (faca 0 = m/2), assim, nada foi mudado.
Agora aplique as relagdes de transformacio 2 = x*> + y?>e x = r cos 6 para obter x> + y* = 4x. Essa equagio pode
ser reescrita como (x — 2)? + y> = 4; assim, essa € a equaciio de um cfrculo com centro em (2,0) e raio 2.

(c) Reescreva r*sen 2 = 4 como segue:
r2(2senfcos) = 4 Identidade de angulo duplo
2rcosfrsenf = 4 Algebra

2xy =4 Relagdes de transformacdo
xy =12 Algebra

28.7 Transforme as seguintes equagdes em coordenadas cartesianas para coordenadas polares:
(a) x+y=73;(b) x>+ y*= 3y, (c) y* = 4x.
(a) Aplique as equacdes de transformagdo x = r cosf e y = r senf para obter r cosf) +r senf = 3.

(b) Aplique as equagdes de transformag@o x*> + y> = r’e y = r senf) para obter r* = 3r senf. Essa pode ser mais
simplificada como segue:

r> —3rsenf = 0

r(r —3senf) = 0
r=0 ou r—3senf =0

r =3senf

O grafico de r = 0 consiste somente do polo. Como o polo estd no grifico de r = 3 senf (faca 6 = 0), ¢ suficiente
considerar somente » = 3 sen 6 como a equagdo transformada.

(¢) Aplique as equacdes de transformag@o x = r cos 6 e y = r sen 6 para obter > sen*6 = 4r cosf. Procedendo como
no item (b), isso pode ser simplificado para r sen’6 = 4 cos 6, a qual pode ser reescrita como segue:

_ 4coso
sen’0
_ 4 cosO 1
senf senf
= 4cotg) csc
28.8 Esboce um graficode r = 1 + cos 6.
Antes de fazer uma tabela de valores, € titil considerar o comportamento geral da fun¢io 7(0) = 1 + cos 6. Conhecendo
o comportamento da fun¢@o cosseno:
Quando 0 cresce cos 0 1+ cos
de Oam/2 decrescede 1 a0 decrescede 2 a1
dem/2am decresce de 0 a —1 decresce de 1 a0
de ma3m/2 crescede —1a0 crescede Oal
de 37/2 a2 crescedeOal crescede 1a2

Como a fungio cosseno € periédica com periodo 27, isso mostra o comportamento de 1 + cos 6 para todo 0. Agora faca
uma tabela de valores e esboce o grafico (ver Fig. 28-8).
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<

810 n/4 n/2 in/4 | n

5
ri{t2y17 1 0,3 0 !
(7]

Sn/4 | 3n/2 | Tn/4 | 2nm 0 1 s X
1
r 0,3 1,7 2 ds
Figura 28-8

A curva € conhecida como uma cardioide devido a sua forma de coragao.

28.9 Esboce um grafico de r = cos 2 6.

Antes de fazer uma tabela de valores, € ttil considerar o comportamento geral da fungdo r(0) = cos 2 6. Conhecendo o
comportamento da fun¢do cosseno:

Quando 2 0 cresce 0 cresce cos 20
deOam/2 de 0 a w/4 decresce de 1 a0
dem/2am de /4 a w/2 decresce de 0 a —1
de ma3m/2 de 7/2 a 37/4 crescede —1a0
de 3w/2 a2m de3m/4dam crescede Oal
de 2ma Sm/2 de ma Sm/4 decrescede 1 a0
de 5m/2 a3w de 5m/4 a3m/2 decrescede O a —1
de 37 a7m/2 de 37/2 a7m/4 crescede —1a0
de 7m/2 a4 de 7m/4 a2 crescedeOal

Como a fungdo cosseno € periddica com periodo 27, isso mostra o comportamento de cos 2 0 para todo 0. Agora faca
uma tabela de valores e esboce o grafico (Fig. 28-9).

6010 n/8 n/4 | 3n/8 | n/2
rll1]07 0 -0 -1
e 5n/8 | 3n/4 | 1n/8 | =
r 07 0 0,7 1
0 9n/8 | Sn/4 | 1in/8 | 3m/2
r 0,7 0 -0,7 -1
J 13n/8 | Tn/4 | 151/8 | 2x
r -0,7 0 0,7 1
Figura 28-9

A curva € conhecida como uma rosacea.
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28.10 Desenhe a curva especificada pelas equagdes paramétricas x = 12,y = >+ 2.

Primeiro, observe que ¢ pode ser eliminado substituindo x por #* para obter y = x + 2. Porém, ambas as varidveis sio
restritas por essas equagoes, de tal modo que x = 0 e, portanto, y = 2. Logo, o grifico € a por¢do daretay = x + 2 no
primeiro quadrante, mas ¢ desenhada duas vezes, uma vez para ¢ negativo e uma para ¢ positivo. Faca uma tabela de
valores e, entdo, marque os pontos e conecte-os (ver Fig. 28-10).

7.y

tll2l-1lo0l1]2 6
5

xi{l 4l 1lol1]4 4
3

6| 312(316

) 2

1
X

0 1 2 3 4

Figura 28-10

28.11 Desenhe a curva especificada pelas equacdes paramétricas x = 2 cost,y = 2 sen t.

Primeiro observe que ¢ pode ser eliminado elevando ao quadrado as equagdes que especificam x e y e adicionando para
obter x*> + y* = 4. Assim, o grifico consiste do circulo com centro na origem e raio 2, e € desenhado uma vez sempre
que ¢t aumenta por uma soma de 27r. Faca uma tabela de valores e, entdo, marque os pontos e desenhe o circulo (Fig.
28-11).

<

tygo n/4 n/2 | 3n/4 n

t Sn/4 | 3r/2 | Tn/4 | 2n

Figura 28-11

28.12 Se uma roda de raio a rola sem deslizar em uma superficie horizontal, a curva tracada por um ponto sobre
a borda da roda chama-se cicloide. (¢) Mostre que as equagdes paramétricas de um cicloide podem ser
escritas como

x = a(¢ — seng)
y = a(l — coso)

(b) Esboce um grafico de um cicloide paraa = 1.

(a) Desenhe uma figura (ver Fig. 28-12). O parametro ¢ € o angulo de rotagdo da roda.
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y
A
A
a
P B
(0] C >x

Figura 28-12

As coordenadas de P, o ponto da borda, sdo (x, y). Devido a roda girar sem deslizar, o comprimento do arco PCé
igual ao comprimento do segmento de reta OC. Logo, x = OC — PB=ad —asenpey = CB=AC — AB=a
— acos ¢.

(b) Neste caso, x = ¢ — sen ¢, y = 1 — cos ¢. Faga uma tabela de valores e conecte os pontos. A curva (Fig. 28-13)
é mostrada para 0 = ¢ = 21r; para outros valores de ¢ a forma de arco formado € repetida, uma vez que y é uma
fungdo periddica de ¢.

ollo| nal| n2|3n/a| n
xllo]| o008 | 057 | 165| =
2
ylfo| 029 1| 171] 2
i 5n/4 | 3n/2 | Tn/4 | 2x 1
x 463 | 571 | 620 | 2n , X
n 2n
y 1.71 1] 020] 0

Figura 28-13

Problemas Complementares

28.13

28.14

28.15

28.16

28.17

Converta para coordenadas cartesianas: (5,0), (5,7), (6,—/3), (—2 \6, 3/ 4), (=20, —=57/2).
Resp. (5,0), (—5,0), 3, —3 \/g), (2,—2), (0,20)

Converta para coordenadas polares comr > 0e 0 = 6 = 27: (0,2), (0,—3), (—4,4), (6, —6 \/g).
Resp. (2,7/2), (3,37/2), (4 \6 3/ 4), (12,57/3)

Transforme as seguintes equacdes em coordenadas polares para coordenadas cartesianas:
(a) r=3sen0;(b) 6 =m/4;(c) r=2tg0;(d) r=1+ cos 6.
Resp. (a) ¥*+y*=3y(b) y=x(c) X*+ X’ =4y"(d) x*+ y* — 28 — 2xy> + 2412 — =0

Transforme as seguintes equagdes em coordenadas cartesianas para coordenadas polares:
(@) y=5;(b) xy=4;(c) ¥+ y*=16;(d) x*—y*= 16.
Resp. (a) r=>5csc;(b) r’senfcosf =4;(c) r=4;(d) r*cos20 =16

Esboce um grifico das seguintes equagdes em coordenadas polares;
(@r=00=0=4m);b) r=1+2senb
Resp. (a) Fig. 28-14; (b) Fig. 28-15.
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wu

ra :

x I’
Krj ’
ol, s
X
0 15T 11,5

! 7

Figura 28-14 Figura 28-15

28.18 Elimine o pardmetro 7 e explicite quaisquer restricdes sobre as varidveis na equagio resultante:
(a) x=3t,y=2t—=5,(b) x=Vit—1,y=1t—2;(c) x=¢€,y=¢".
Resp. (a)2x — 3y =15;(b)y = X—1,x=0; ©xy=1,xy>0

28.19 Um projétil € disparado com um angulo de inclinacdo « (0 < o < 77/ 2) a uma velocidade inicial de v,. Equagdes paramé-
tricas para sua trajetéria podem ser demonstradas como sendo x = v, 7 coser, y = v,  sen o — (gr*)/ 2 ( representa tempo).
(a) Elimine o parametro ¢ e encontre o valor de # quando o projétil atinge o solo.

(b) Esboce o caminho do projétil para o caso a = /6, v, = 32 pés/seg, g = 32 pés/seg”.

2v0 sen «

Resp. (a) y =xtga — (gx’seg’)/ (2v3); y = 0 quando 1 = ; (b) Fig.28-16

X

5 10 15 20 25

Figura 28-16
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Forma Trigonométrica
de Numeros Complexos

O PLANO COMPLEXO

Cada nimero complexo na forma usual, z = x + yi, corresponde a um par ordenado de nimeros reais (x,y) e, por-
tanto, a um ponto no sistema de coordenadas cartesianas, referido como plano complexo. O eixo x nesse sistema €&
conhecido como o eixo real, e 0 €iX0 y, como 0 eixo imagindrio.

>

x+yi

Eixo imaginario

J)x

Eixo real

Figura 29-1

Exemplo 29.1 Mostre 4 + 2i, —2i e —3 — i em um plano complexo.

Os pontos sdo representados geometricamente por (4,2), (0,—2) e (—3,—1).

y
Si

4+ 2
[

L4 i it 1 L1 11 )x
-5 e . 5
3-i —2i

=5i

Figura 29-2
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FORMA TRIGONOMETRICA DE NUMEROS COMPLEXOS

Se um sistema de coordenadas polares € sobreposto ao sistema de coordenadas cartesianas, as relacdes x = r cos 6
ey = rsen 6 valem. Assim, cada nimero complexo z pode ser escrito na forma trigonométrica:

z = rcosf + irsenf
= r(cos@ + isené)
Essa forma € algumas vezes abreviada como z = rcis . A forma usual z = x + yi € chamada de forma retangular.

Como as coordenadas polares de um ponto ndo sio Unicas, existem infinitas formas trigonométricas equivalentes
de um nimero complexo. As relagdes entre x, y, z, r € 6 sdo mostradas na Figura 29-3.

=}
EY .
£ A Z=x+Yi
on
<
E r I
2 ¢
=
Eixo real x >
Figura 29-3

Exemplo 29.2 Escreva 5<cos % +i sen%) na forma retangular.

5<Cos72T + iseng) =50+ 1) =0+ 5i

MODULO E ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO

Ao escrever um nimero complexo na forma trigonométrica, a quantidade r € normalmente escolhida como sendo
positiva. Entdo, uma vez que * = x*> + y?, r representa a distdncia do nimero complexo a origem, e é chamado de
modulo (algumas vezes, valor absoluto) do nimero complexo. A notacio de valor absoluto € usada assim,

lzZ| = r= Vi + )y

A quantidade 0 € conhecida como o argumento do nimero complexo. A menos que seja especificado o contrério,
0 € normalmente escolhido de modo que 0 = 6§ < 2.

Exemplo 29.3 Escrevaz = —6 + 6i na forma trigonométrica e especifique o médulo e o argumento de z, esco-
lhendo 0 = 6 < 277,

—6 + 6i corresponde ao ponto geométrico (—6,6). Comox = —6ey =6,r = Izl = V(=6 + 62= V72 =

6\V2e tgf =tg0 = —L6 = —1. Como (—6,6) estd no quadrante II, segue que 6 = %T . Portanto, na forma trigo-
nométrica, z = 6 \[2(005%7 + isen 3777) Omédulode z66V2eo argumento de z é %T (Observe que outros

argumentos, igualmente vélidos, de z podem ser obtidos adicionando multiplos inteiros de 27 ao argumento 37/4.)

PRODUTOS E QUOCIENTES DE NUMEROS COMPLEXOS

Sejam z, = r,(cos 0, + isen 0,) e z, = r,(cos 6, + isen 6,) nimeros complexos na forma trigonométrica. Entdo,
(assumindo z, # 0)

Z r
2,2, = ryrylcos(8, + 6,) +isen(d, + 6,))] e Z—; = r—;[cos(el — 6, +isen(d, — 6,)]
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TEOREMA DE DEMOIVRE

Teorema de DeMoivre sobre poténcias de nimeros complexos: seja z= r (cos 0 + i sen ) um nimero complexo
na forma trigonométrica. Entdo, para qualquer inteiro n ndo negativo,

7'=r"(cosn 6 + isen n )

TEOREMA DAS N-ESIMAS RAIZES DOS NUMEROS COMPLEXOS

Se z= r(cos 6 + i sen §) é um nimero complexo ndo nulo qualquer e, se n € qualquer inteiro positivo, entdo z tem
exatamente n raizes diferentes wy, w,, ..., w, _,. Essas raizes sdo dadas por

n

n +2 +2
w, = \/;<cost9 mk +i sent9 Wk)

n n

parak =0, 1,..., n —1. As raizes sdo simetricamente colocadas e igualmente espagadas em torno de um circulo de
. n .
raio Vr e centro na origem.

Exemplo 29.4 (a) Escreva i na forma trigonométrica (b) Encontre as duas raizes quadradas de i.
(a) Como i = 0 + 1i corresponde ao par ordenado (0,1), r = V' 0?> + 12= 1 e § = /2. Portanto,

i =1 [cos (7/2) +isen (7/2)]
(b) Comon =2,r=1e6 = /2, as duas raizes quadradas sdo dadas por

w, = \/1(005 /2 -|2- 2k +isen /2 -|2- 27Tk)

parak = 0, 1. Assim,

. V32

_ T2 | . 77/2) . T, _
wy = l(cosf2 -i—zsenf2 = cos, -i—zsenf4 =5 + i 5
:1( M+-SGM): ST, ST V2 V2
w, cos 5 isen 5 cos =~ +iseny 5 i

FORMA POLAR DE NUMEROS COMPLEXOS

Em cursos avangados, € mostrado que

e = cosO +isenf

Entdo, todo nimero complexo pode ser escrito como

z = r(cos® +isenl) = re

Aqui, a menos que seja especificado o contrério, 6 é normalmente escolhido entre — 7 e . €' segue as proprieda-
des padrido para expoentes, logo;

Para z = re?, z; = r,e", z, = r,e, as férmulas anteriores podem ser escritas como:

i(0,+0,) ! " i0,~0,)
— i — i(0,—0,
1%y T nneT Z, r2e b

7" = r"e™? (teorema de DeMoivre)

As n raizes n-ésimas de z = re" sdo dadas por w, \”/;ei(eﬂwk)/n parak = 0, 1,...,n — 1 (teorema das raizes n-ésimas).
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Problemas Resolvidos

29.1 Escreva na forma retangular (usual):
. S S
(a) 4(cos0 +isen0)(b) 3 (cos 6 +isen >(c) 10 (cosf +isen——

4 4
(d) 20 [cos(tg 3) +i sen(tg*' %)}

(a) 4(cosO +isen0)=4(1+0i)=4

b) 3<cos% +isen%) = 3(% + z(%)) = w

(c) 10<cosL +zsensl> = 10<*i - i) -5V2 —5i\V2

4 4
(d) Sejau =tg™! Entao tgu = % % <u< % Segue-se que
3 4 3 3
cos<tg 11) = cosu = ¢ e sen(tg 11) =senu =g

Logo,
20{005(@"%) + isen(tg"%)] = 20[% + 1%] =16 + 12i

29.2 Escreva na forma trigonométrica: (a) —8; (b) 3i; (c) 4 + 4i \@; d —3 V2 - 3i \@; (e) 6 — 8i.
(a) —8 = —8 + 0i corresponde ao ponto geométrico (—8,0). Comox = —8ey =0,

r=Ve+y=V(E=8r+0=8 e tg0=_%=0.

Como (—8,0) estd no eixo x negativo, § = 7. Segue que —8 = 8§ (cos 7 + i sen ).

(b) 3i = 0 + 3i corresponde ao ponto geométrico (0,3). Comox =0ey = 3,

r=Ve+e=V0r+3=3 e tg0 = 2 ndo é definido.

Como (0,3) estd no eixo x positivo, § = % Segue que 3i = 3 (cosz +i sen%).

2
(c) 4 +4i V3 corresponde ao ponto geométrico (4, 4 \@). Comox=4ey=4 \/g,

= Ve +y=Vae+@EVir=8 e tg0:44£: V3.

Como (4, 4 \/3) estd no quadrante I, 6 = % Segue que 4 + 4i \V3=38 (cos%

d —3 V2 -3iV2 corresponde ao ponto geométrico (—3 \6 -3 \6). Comox=y= —3 \/2,
= Vet = V(3V2r + (-3V2r =6 e tg0=_3\6=1.

-
+ isen —).
1s€ 3

-3V2
Como (—3 \/5, -3 \/5) estd no quadrante III, 6 = %T Segue que —3 \/5, —3i \/E =6 (cos%r +isen 5%)
(e) 6 — 8i corresponde ao ponto geométrico (6,—8). Comox = 6ey = —8§,
r=Ve+y=Ve+(-82=10 e tgh = _68 = —%.

Como (6,—8) estd no quadrante IV, 6 pode ser escolhido como tg ! (_i> Porém, como esse ¢ um angulo nega-
tivo, a exigéncia de que 0 = 6 < 217 resulta no argumento alternativo § = 27 + tg~" <_%> Com esse argumento,
6 — 8 = 10(cos 0 + i sen ).
29.3 Sejam z, = r\(cos 6, + isen 0,) e z, = r,(cos 0, + isen 6,) nimeros complexos na forma trigonométrica.
Assumindo z, # 0, prove:
(@) z,z,= ryry[cos( 0, + 0,) + isen(6, + 0,] ; (b) — % [cos(6, — 0,) + isen(0, — 0,].
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(a) 7,2, = ry(cos B, + isen 0,)r,(cos 0, + isen 6,)
= r,ry(cos 0, + isen 6,)(cos 0, + isen 6,)
= r,ry(cos 6, cos 6, + isen 6, cos 0, + isen 0, cos 0, + % sen 0, sen 6,) por distributividade dupla
Nessa expressdo, use i = — 1 e combine os termos reais ¢ imagindrios:
2)%, = 1ry(cos 6, cos 0, + isen 6, cos 0, + isen 6, cos 0, — sen 6, sen 6,
= r,1,[(cos 0, cos 6,—sen 0, sen 6,) + i(sen 6,cos 6, + sen 6, cos 6,)]

As quantidades entre parénteses sdo identificadas como cos (0, + 0,) e sen (0, + 0,), respectivamente, a partir das
férmulas da soma para cosseno e seno. Logo,
2,2, = ryry[ cos(0, + 6,) + isen(6, + 6,)]
Z, r(cos@, +isenf)) r cos6 +isend,
®) z, ry(cosf, +isenf,) 75 cos 6, +isenb,

Nessa expressao, multiplique o numerador e denominador por cosf, —i senf),, o conjugado do denominador e, em
seguida, use i = —1 e combine os termos reais e imaginarios:

5N (cos®, +isenb)(cos, —isenb,)

L, T (cos 8, +isen6,)(cos, —isenb,)

r, cos® cos, — icosfsenf, +isenf cos, — izsenBlsenG2

1
r cos’0, — i*sen’0,

r, (cos6 cosf, + senf send,) + i(senf cosh, — cosb send,)

T cos?0, + sen?0,

As quantidades entre parénteses sdo identificadas como cos(6, — 6,) e sen(6; — 0,), respectivamente, a partir das
férmulas da soma para cossenos e senos, enquanto cos’6, + sen’, = 1 vem da identidade pitagérica. Logo,

z, T .
— = —[cos(6, — 6, +isen(0, — 06,)]
L N
Z
29.4 Sejamz, =40 (0054?77 + isen%) ez, =5 <cos3?ﬂ- + isen?%) . Encontre z,z, e ?1
2
_ 4T . 477) < 3T . 377) 4 40{ (477 377) . <47T 3’7T>]
= - +isen—- =" +isen7%- — = cos| =~ — =) + = - =
2,2, 40<cos 5 isen— 5|cos 5 isen=g % 5 |c0s\ 5 5 isen (5 5
= 40(5){005(4% + 3%) + isen <4?7T + 3%)] = S(COS% + isen%)
= 200(0057%-r + isen%T)

. . . . . Z
29.5 Sejamz, = 24iez,= 4 /3 — 4i. Converta para a forma trigonométrica e encontre z, z, e Z—l nas formas
trigonométrica e retangular. 2

Na forma trigonométrica

7, =0+ 24i = 24<cos% + isen%) e Z, = S(COSIITW + isen“%)
Logo,
_ T, . T a7 . 1l 4 %[ (17 117T> : <£7 1177)]
2,2, = 24(cos2 +zsen2)8(cos 3 +isen 6 ) A cos| 5 3 + isen 2 3
afen(3 ) a0 () el )

Im . Lﬂ)
192<cos 3 + isen 3



29.6

29.7

29.8

29.9
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Para satisfazer o requisito de que 0 = 6 < 277, subtraia 277 do primeiro argumento e adicione 27 no segundo. Portanto,

22, = 192{005% + isen%] e — = 3[0052777 + isenz%]

Na forma retangular:

Z
ts, = 192(3 + z%) =96+ 96V3 e S=3(-1+ iﬁ) - -
Prove o teorema de DeMoivre paran = 2en = 3.
Escolha z; = z, = z = r(cos 6 + i sen 6). Entdo,
7?2 = zz = r(cosO + isenB)r(cosO + isen0) 723 = 7% = r?*(cos20 + isen20)r(cos O + isen0)

r2[cos (8 + 0) + isen(d + 6)] = r2Zr[cos (20 + 0) + isen(20 + 6)]
r2(cos20 + isen20) r3(cos 360 + isen30)

Nota: provas similares podem ser dadas facilmente para n = 4, n = 5 e assim por diante. Isso sugere que o teorema de
DeMoivre € vélido para inteiros arbitrarios n. Uma prova completa para inteiro arbitrdrio n requer o principio de indu-
¢do matematica (Capitulo 42).

5
Aplique o teorema de DeMoivre para encontrar (a) [Z(Cosg + isen%)] (b)) (—1+0)°

s
(a) [2<c0s% + isen%)} = 25<COS%T + isen%r) = 32<cos%r + isen%)

(b) Primeiro escreva —1 + i na forma trigonométrica como %(cos%’ +isen %T) Entdo, aplique o teorema de
DeMoivre para obter

(-1 +i0)° = [\6(0053777 + isen%ﬂﬂ6 = (\6)6<005977T + isen%T) =80 + 1i) = 8i

. _\n/ 0+27Tk_|_. 0 + 27k . - .
Mostre que qualquer nimero complexo w, = Vr| cos——— +isen———— |, para inteiro nio negati-
vo, é uma raiz n-ésima do nimero complexo z = r (cos 6 + i sen ).

Aplique o teorema de DeMoivre para w;:

w

~%

= {\"/r(cosg +n277k + isen0 +”27Tk>r = (\%‘)"[COS(G + 2mk) + isen(0 + 27k)]

= r(cosf +isenf)

A dltima igualdade segue da periodicidade das fungdes seno e cosseno. Logo w, € uma raiz n-€sima de z.

Encontre as quatro raizes quartas de 5 (cos 3 +i sen 3).

Aplicando o teorema da n-ésima raiz comn = 4, r = 5 e 0 = 3, as quatro raizes quartas sdo dadas

w, = %(c0573 +4277k + iseni3 +4277k>

para k = 0, 1, 2, 3. Portanto,
o \‘%(cosé + isen§> w, = \%((:053 +

2 4 3+ 27T>
2 a 7 isen=—

w, = \‘%<cos3 +447T -i-isen3 +447T> w, = \%(cos3 +467T -i-isen3 +467T>

=
Il
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29.10 (a) Encontre as trés raizes cibicas de —27i (b) Esboce esses niimeros em um plano complexo.

37 37
(a) Primeiro escreva —27i na forma trigonométrica como 27 (cosT +isen ) Aplicando o teorema nas n-ésimas

raizescomn =3, r =27e 0 = 3; as trés rafzes cubicas sdo dadas por

W, = 3 27<COS 3m/2 ;— 27k 4 isen 3m/2 ;— 27Tk>
para k = 0, 1, 2. Portanto,

_ 3 372 | . 377/2) ( T ) _ s
wy = 27(cos 3 + isen 3 3| cos 2 + isen 7)) = 30 + il) = 3i

o 352 + 21 | . 377/2+27T)_ ( T 777)_ (_\@_.;)_ 3V3 3,
w, = 27(00573 +zsen73 3 oS¢~ +isen 6) = 3 > Ti3) = 5l

_ 3al2 + 4w . 377/2-‘:-477) ( 1w 1177)7 (\/5_ -l>, \f 3,
w, = 27(00373 + isen=———>—— ) = 3 cos—¢— +i 6 )~ 3 > T i3 2 ok

(b) As trés raizes ctibicas tém magnitude 3; logo, estdo no circulo trigonométrico de raio 3 com o centro na origem
(ver Fig. 29-4).

Figura 29-4

Observe que, como os argumentos diferem por 277/3, as trés raizes ctbicas estdo simetricamente colocadas e igual-
mente espagadas em torno do circulo.

29.11 Encontre todas as solugdes complexas de x° + 64 = 0.
Como x° + 64 = 0 € equivalente a x° = —64, as solugdes sio as seis raizes sextas complexas de —64.
Escreva —64 na forma trigonométrica como 64 (cos 7 + i sen 7). Aplicando o teorema nas n-ésimas raizes comn = 6,

r = 64 e 0 = m, as seis raizes sextas sdo dadas por

w, = v 64<cos7T +627Tk +isen™ +627Tk>

parak = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Portanto, as seis solugdes complexas de X0+ 64 = 0 séo:

w, = 664(cos£ +isen£) = 2(i + i ) \[ 3+

6 6 2

w, = cosf +zsen3g') =20 +1il)=2i

w, = Y64 cos6 +1sen5%>—2<—%+1) \[—i—z
T . T\ _ ﬁ_i _ .
6 ’“?)‘2<_2 i3)=-V3-i

co —+zse 9g>=2(0—i1)= —2i

:2<£—il):\/§—i

co 2 2

Vi
CS
wy = Voi{eos
(e
(cos

1171' 1171')
6
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(a) Escreva 3¢"™ na forma retangular (padrio); (b) escreva 6 — 6i na forma polar.

1 \/5.)_3+3\2f3i

(a) €™ = 3(005% + isen%) = 3(* + —i

2 2772
(b) 6 — 6i corresponde ao ponto geométrico (6, —6). Comox =6ey = —6,
r= Ve +y= Ve + (—62=6V2 e 1gh= 2=

6
Como (6, —6) estd no quadrante IV, § = —%. Segue que 6 — 6i = 6V 2e i,

. . z
Para z; = 12¢/679), 7, = 3¢/, encontre (a) z, z,; (b) Z—l
2

(@) z,z, = (126"679)(3e™3) = 36575773 = 36¢/77/6) Se @ for escolhido entre — 77 e 7, entdo escreva
36ei(717/6) = 36ei576).

(b) %L(SZ(’) QeiGTI6-T13) = fpilw2)
elﬂ'
Paraz = —1 +1i \/g, encontre z na (a) forma polar e (b) forma retangular (padrio)

(a) Em primeiro lugar, escreva—1 + i \/3 na forma polar como 2¢/?™3. Entéo aplique o teorema de DeMoivre para
obter

(_1 + l\/§)3 = [2ei(2ﬂ/3)]3 = 2362771' = 862171'

(b) Na forma padrio 8¢>™ = 8(cos2m + isen2mw) = 8.

Encontre as trés raizes cibicas de 64e/C™,

Aphcando o teorema de raizes n-ésimas com n = 3, r = 64 e 0 =5m/4, as trés raizes cubicas sdo dadas por
= VbdeiGm+2mn, parak =0, 1, 2. Logo

W= \3/6Zei(57/4)/3 = 4iG5m/12)
0

W = V64elGTHTImI3 = foi(3mMI3 = fpi(13m/12)
1

W = \V6Zei(5”’4+4”)/3 = 4eiQlat3 = A,iTmid)
2

Mostre que ™ + 1= 0.

™+ 1= cosm +isenm+1=—-14+0i+1=0

Problemas Complementares

29.17

29.18

29.19

29.20

29.21

29.22

Z

Sejam z, = 8(cos49 +lsen497T>ez2— cos 29 +zsen% Encontre z,z, € Z;

Z,
Resp. 75, = —4 + 4i\@, A = 8(cos% + isen 2;)

Escreva —12, —8i,2 —2ie — \/g + i na forma trigonométrica.

Resp. 12(cosm + isenm), 8<cos 3 + lsenf) 2\/<cosl + isen Im ) 2<0055l + isensl)
2 2 4 4 6 6
Use os resultados do problema anterior para encontrar (a) (—8i) (2 —2i); (b) (c) (2 - 2i).

A

Resp. (a) —16 —16i;(b) — 2 + 2i \/g; (¢) —16 —16i.
Prove o teorema de DeMoivre para os casosn = 0,n = len = 4.

Mostre que todo nimero complexo z = r (cos 6 + i sen 0) tem exatamente n diferentes raizes n-ésimas complexas,
para um 7 inteiro maior do que 1. [Sugestdo: fagaw = s (cos @ + i sen a) e considere as solugdes da equagio w" = z.]

Encontre as duas raizes quadradas de — 1 + i V3.

Rep N2, (6 VBV

2 2
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29.23 (a) Encontre as trés raizes complexas cubicas de 1. (b) Encontre as quatro raizes quartas complexas de —1.
Resp. (a) 1. —% + i?,—%— i%;(b) R .
V2 V2 V2T V2

29.24 (a) Escreva 1237 ina forma retangular (padrdo); (b) Escreva 5i na forma polar.

Resp (a) —6\N/2 + 6i\/2; (b) 5¢™

. ‘ z
29.25 Paraz, = 20¢“™3), z, = 2¢™, encontre (@) z,2,; (b) Z—l
2

Resp. (a) 40e™ 170 ou40e~im; (b) 10570

29.26 Paraz =1 — i, encontre z° nas formas () polar e (b) retangular (padrio).

Resp. (a) 4V 267, (b) —4 + 4i

29.27 Encontre as quatro rafzes quartas de 81¢/®™%,

M#H spicmm _ =3 3V3

. —3\/25 =30 3 im = 3= 3iV3

2

Resp. 3ei7-r/6 — S 3ei(771/6) —



Capitulo 30

Sistemas de EquacOes Lineares

SISTEMAS DE EQUAGCOES

Um sistema de equagdes consiste de duas ou mais equagdes consideradas como especificagdes simultaneas para
mais de uma varidvel. Uma solugdo para um sistema de equacdes € uma designagao ordenada de valores das varia-
veis que, quando substituida, torna cada uma das equagdes verdadeiras. O processo de achar as solu¢des de um
sistema € chamado resolver o sistema. O conjunto de todas as solucdes € chamado conjunto de solugdes do sistema.
Sistemas com o mesmo conjunto de solu¢des sao chamados sistemas equivalentes.

Exemplo 30.1 Verifique que (x, y) = (—4, 2) € uma solucio do sistema
Y H+x=0 (1)
2x + 3y = -2 2)

Sex = —4 ey = 2, entdo a equacdo (1) torna-se 2>+ (—4) = 0 e a equagdo (2) torna-se 2 (—4) + 3 -2 = —2.
Como ambas sdo verdadeiras, (x, y) = (—4, 2) é uma solugio para o sistema.

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Uma equacdo linear de varias varidveis x,, x,,...., x, € uma que pode ser escrita na forma a.x;, + ax, +... + ax, =
b, onde os a,s30 constantes. Essa € chamada de forma usual. Se todas as equagdes de um sistema sdo lineares, o
sistema € chamado de sistema linear; se todas as equacdes estdo na forma usual, o sistema € também considerado
como estando na forma usual.

Exemplo 30.2 Reescreva o sistema
2x + 4y = 5x — 6y (D
y+5=3x+5 ()
na forma usual.

Uma equagdo na forma usual deve ter todos os termos varidveis no lado esquerdo e quaisquer termos constantes no
lado direito. Aqui, a equagao (1) viola a primeira dessas condigdes e a equagdo (2) viola ambas. Logo, adicione
—5x+ 6y em ambos os lados da equacdo (1) para obter —3x + 10y= 0 e adicione —3x — 5y e —5 em ambos os
lados da equagdo (2) para obter —3x — 4y = —5. As equacdes resultantes estdo na forma usual:

=3x+ 10y =0 3)
—3x—4y= -5 4)
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SISTEMAS EQUIVALENTES

Sistemas equivalentes de equacdes lineares podem ser obtidos pelas seguintes operacoes sobre equagoes (enten-
de-se por “adicionar duas equacdes” adicionar lado esquerdo com lado esquerdo e lado direito com lado direito
para obter uma nova equagdo, e por “multiplo de uma equagao” o resultado da multiplicagdo dos lados esquerdo e
direito pela mesma constante).

1. Permuta de duas equagoes.
2. Substituicdo de uma equag@o por um multiplo ndo nulo da mesma.
3. Substituicdo de uma equagdo pelo resultado da adi¢io da equacido com o multiplo de uma outra.

Exemplo 30.3 Para o sistema do exemplo anterior, encontre um sistema equivalente no qual uma das equagdes
ndo contém a varidvel x.

Se ambos os lados da equacdo (4) sdo multiplicados por — 1, o coeficiente de x serd o oposto do coeficiente de x na
equacdo (3). Logo, substituindo a equacdo (3) por ela mesma adicionada a equacio (4) vezes — 1, conseguimos o
resultado pedido:

14y =5 5
—3x—4y=-5 4

CLASSIFICACAO DE SISTEMAS LINEARES

E mostrado nos cursos avangados que sistemas de equacdes lineares recaem em uma das trés categorias:

1. Consistente e independente. Tais sistemas t€m exatamente uma solugao.
2. Inconsistente. Tais sistemas ndo tém solucao.
3. Dependente. Tais sistemas tém infinitas de solugdes.

SOLUGOES DE SISTEMAS LINEARES COM DUAS VARIAVEIS

Solucdes de sistemas lineares com duas varidveis sdo encontradas por trés métodos:

1. Método grafico. Represente graficamente cada equagio (cada gréfico € uma linha reta). Se as retas se in-
terceptam em um sé ponto, as coordenadas desse ponto podem ser obtidas do grafico. Apés verificar por
substituicdo em cada equagdo, essas coordenadas sao a solugdo do sistema. Se as retas coincidem, o sistema €
dependente e existe um nimero infinito de solugdes, sendo que cada solu¢do de uma equagdo € uma solugao
das outras. Se nenhuma dessas situagdes ocorre, o sistema € inconsistente.

2. Método da substituicdo. Em uma equacao, isole uma variavel em termos da outra. Substitua essa expressao
nas outras equacdes para determinar o valor da primeira varidvel (se possivel). Entdo, substitua esse valor para
determinar a outra varidvel.

3. Método da eliminacfo. Aplique as operagdes sobre equagdes para obter sistemas equivalentes a fim de elimi-
nar uma varidvel de uma equagao, isole essa varidvel na equacdo resultante e substitua esse valor para determi-
nar a outra varidvel.

Nos métodos 2 e 3, a ocorréncia de uma equagio da forma a = b, onde a e b sdo constantes diferentes, indica um
sistema inconsistente. Se isso ndo ocorre, mas todas as equagdes, exceto uma, se reduzirem a 0 = 0, o sistema ¢ de-
pendente e existe um nimero infinito de solugdes, sendo que cada soluciio de uma equagdo € uma solucdo das outras.

SOLUCOES DE SISTEMAS LINEARES COM MAIS DE DUAS VARIAVEIS

Solugdes de sistemas lineares com mais de duas varidveis sio obtidas por dois métodos:

1. Método da substituicao. Em uma equacio, isole uma varidvel em termos das outras. Substitua essa expressao
nas outras equagdes para obter um sistema com menos varidveis. Se esse processo puder ser continuado até que
uma equagdo com uma variavel seja obtida, isole essa varidvel na equagdo resultante e substitua esse valor para
determinar as outras varidveis.
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2. Método da eliminacdo. Aplique as operacdes sobre equagdes para obter sistemas equivalentes a fim de eli-
minar uma varidvel de todas as equagdes, exceto uma. Isso conduz a um sistema com uma varidvel a menos.
Se esse processo puder continuar até que seja obtida uma equacio com s6 uma varidvel, isole essa varidvel na
equacdo resultante e substitua o valor para determinar as outras varidveis.

Novamente, a ocorréncia de uma equagdo da forma a = b, onde a e b sdo constantes diferentes, indica um sistema
inconsistente. Se isso ndo ocorre, mas uma ou mais equagdes se reduzem a 0 = 0, restando menos equagdes nao
triviais do que varidveis, o sistema € dependente e existe um nimero infinito de solu¢des, com cada solucio de uma
equacdo sendo uma solugdo das outras.

Problemas Resolvidos

Zo+3y=6 (1 (a) graficamente (b) por substitui¢do (¢) por eliminagéo.
—3x—y=5 (2)

(a) Represente as duas equagdes no mesmo sistema de coordenadas cartesianas (Fig. 30-1); os graficos sdo linhas retas.

30.1 Resolva o sistema

Figura 30-1
As duas retas parecem se interceptar em (—3, 4). E necessdrio verificar esse resultado: substituindo x = —3 e y = 4
nas equagdes (1) e (2), tem-se
20-3)+3-4=6 —3(-3)—4=5
e
6=6 5=5

respectivamente. Portanto, (—3,4) € a tinica solugdo do sistema.

(b) E correto comegar resolvendo qualquer das equacdes isolando qualquer varidvel em termos da outra. A escolha
mais simples parece ser a de isolar y em termos de x na equacéo (2) para obter

y=—3x—-5
Substitua a expressdo — 3x — 5 no lugar de y na equagdo (1) para obter
2x+3(-3x—5)=6
—Tx—15=6
—Tx =21
x=-3
Substitua —3 no lugar de x na equacéo (2) para obter
—3(=3)—y=>5
9—y=5
y=4
Novamente, (—3,4) € a Unica solucdo do sistema.

(c) Se aequacdo (2) for multiplicada por 3, o coeficiente de y serd “semelhante” ao coeficiente de y na equacio (1);
ou seja, serd igual em valor absoluto e oposto em sinal. A equagdo (2) torna-se
—9x—3y=15 3)
Se a equacio (1) € substituida por ela propria mais este multiplo da equacéo (2), resulta o seguinte sistema:
—Tx =21 “)
—3x—y=5 2)
Da equacdo (4), x = —3. Substituindo na equacdo (2), tem-se y = 4, como antes.
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30.2 Resolvaossi ymam+2 ) f b) no grafi
. esolva o sistema 4 — 2y =8 @) (a) graficamente (b) ndo graficamente.

(a) Represente as duas equacdes no mesmo sistema de coordenadas cartesianas (Fig. 30-2); os graficos sdo linhas retas.

Figura 30-2

As retas parecem ser paralelas. De fato, como ambas tém coeficiente angular 2, mas diferentes interceptos y, as retas
sdo paralelas; ndlo existe ponto de intersecio e o sistema néo tem solucdo (sistema inconsistente).

(b) Resolva por substituicdo: A partir da equac@o (1), substitua a expressio 2x + 2 no lugar de y na equacio (2).
4x —22x +2)=28
4x —4x —4 =28
-4 =38
Portanto, o sistema ndo possui solugdo e € inconsistente.
30.3 Resolva o sistema t2y=6 (1) (a) graficamente (b) ndo graficamente.
6x +3y =9 2)

(a) Represente as duas equacdes no mesmo sistema de coordenadas cartesianas (Fig. 30-3); os graficos sdo linhas retas.

y
6x+3y=9
| I - INL_ L1
= >
-5
4x+2y=06
Figura 30-3

As retas parecem coincidir. De fato, como ambas tém coeficiente angular —2 e intercepto y 3, elas coincidem.

O sistema € dependente; toda solucdo de uma equacio € uma solug@o da outra. Todas as solu¢des podem ser resu-
midas como segue:

(b) Sejay = ¢, onde ¢ € qualquer nimero real. Entdo, substituindo y por ¢ em uma equacio, digamos (1), e isolando x,

resulta:
4dx +2c =6
4x =6 — 2c
c=3-c¢
2

Logo, todas as solucdes do sistema podem ser escritas como (g, C), onde c¢ € qualquer nimero real.
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30.4 Mostre em forma de tabela as interpretagdes algébrica e geométrica dos tipos de sistemas de equagdes linea-
res com duas varidveis.

Os sistemas sdo caracterizados como consistentes e independentes, inconsistentes ou dependentes. Por interpretagao
algébrica, entende-se o nimero de solucdes; por interpretacdo geométrica, o comportamento dos graficos.

Tipo do sistema Numero de solucées Comportamento dos graficos
Consistente e independente Uma Retas interceptadas em um ponto
Inconsistente Nenhuma Duas retas paralelas, mais que duas

retas ndo se interceptam em um ponto

Dependente Infinitas Retas coincidentes

x—3y+2z=14 @))
30.5 Resolvaosistema 2x + 5y —z= —9 (2) (a) por substitui¢do (b) por eliminacao.
—3x—y+27=2 3)

(a) Isole x na equagdo (1) para obter
x=3y—-2z+ 14 4)
Substitua a expressdo x da equacdo (4) por 3y — 2z + 14 nas equacdes (2) e (3).
2By —2z+14)+5y—z=-9

=3By —2z+14)—y+2z=2
Simplificando:
Ily — 5z = =37 Q)
—10y + 8z =44 (6)
Isole y na equacdo (5) para obter
5z — 37
=i O

Substitua y pela expressado a direita na equacio (6).
~10(F ) v s =

—50z + 370 + 88z = 484

38z =114
z=3
Substituindo esse valor no lugar de z na equagdo (7) resulta y = —2. Substituindo y = —2 e z = 3 na equagdo (4)

resulta x = 2. Existe exatamente uma solugdo, escrita como uma tripla ordenada (2,—2, 3).

(b) Substituindo a equacdo (2) por ela propria mais —2 vezes a equagdo (1) eliminara x da equagdo (2).

Portanto,
2x+ 5y —z=-9 2)
—2x + 6y — 4z = —28 (—2)-Eq. (1)
11y — 5z = =37 5)
Analogamente, substituindo a equacdo (3) por ela prépria mais 3 vezes a equacao (1) x serd eliminado da equagio (3):
“3x—y+27=2 3)
3x — 9y + 6z = 42 3-Eq. (1)
—10y + 8z = 44 (6)

Resolvendo o sistema (5), (6) por eliminacdo resulta a mesma solugdo anterior: (2,—2, 3).
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30.6

30.7

x—4y—5z=38 (1)
Resolva o sistema 4x —2z=10 2).
Sx —4y—"Tz=13 3)

Substituindo a equagdo (2) por ela prépria mais — 4 vezes a equacio (1):

4x —2z=10 ()
—4x + 16y + 20z = —32 (—4) - Eq. (1)
16y + 18z = —22 (@)
Substituindo a equagdo (3) por ela propria mais —5 vezes a equagdo (1).
5 —4y —T7z=3 3)
—5x + 20y + 25z = —40 (=5) - Eq. (1)
16y + 18z = —37 )

O sistema (1), (4), (5) € claramente inconsistente, uma vez que adicionando —1 vezes a equagdo (4) a equagdo (5) re-
sulta 0 = —15. Nio ha solucao.

xt+y+z=1 (1)
Resolva o sistema 2x — 2y — 10z = —6 2)-
—x+3y+11z=17 3)
Substituindo a equagdo (2) por ela propria mais —2 vezes equagdo (1):
2x — 2y — 10z = —6 2)
—2x — 2y — 2z=-2 (—2)-Eq. (1)
—4y — 12z = -8 4)

Substituindo a equagdo (3) por ela prépria mais a equagdo (1):
—x+3y + llz=7 3)
x+y +z=1 (1)
4y + 12z = 8 )

O sistema (1), (4), (5)

x+y+tz=1 (1)
—4y — 12z = -8 4)
4y + 12z =18 Q)
é claramente dependente, uma vez que substituindo a equacio (5) por ela propria mais a equagao (4) resulta:
xty+z=1 (1)
—4y — 12z = -8 4)
0=0 (6)

Logo, existe um ntimero infinito de solu¢des. Para expressar todas elas, seja z = ¢, sendo ¢ um nimero real qualquer.
Entdo, isolando y em —4y — 12¢ = —8 resultay = 2 — 3¢. Substituindo y = 2 —3c e z = ¢ na equagao (1) resulta
x+2—-3c+c=1

x=2c—1

Logo, todas as solucdes podem ser escritas como triplas ordenadas (2¢ —1,2 — 3c¢,c), sendo ¢ um niimero real qualquer.
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30.8 Sio investidos $ 8.000, parte a 6% de taxa de juros e parte a 11% de taxa de juros. Quanto deveria ser inves-
tido em cada modalidade se um total de 9% ¢ desejado?

Use a férmula I = Prt com t correspondendo a um ano. Sejam x = montante investido a 6% e y = montante investido
a 11%; uma tabela € util:

P: Quantia investida r: Taxa de juros I: Juro ganho
Primeira modalidade X 0,06 0,06x
Segunda modalidade y 0,11 0,11y
Total do investimento 8.000 0,09 0,09 (8.000)

Como as quantias investidas somam o total do investimento,
x+y=8.000 (1)
Como os juros ganhos somam o juro total,

0,06x + 0,11y = 0,09(8000) 2)

O sistema (1), (2) pode ser resolvido por eliminag@o. Substitua a equacdo (2) por ela prépria mais —0,06 vezes a

equagdo (1):
0,06x + 0,11y = 0,09(8000) 2)
—0,06x — 0,06y = —0,06(8.000) (—0,06) - Eq. (1)
0,05y = 0,03(8000) 3)

Logo, y = 4.800. Substituindo na equagdo (1) resulta x = 3.200; logo, $ 3.200 deveriam ser investidos a 6% e $ 4.800
all%.

30.9 Encontre a, b € ¢ tais que o grifico do circulo com equagio x*> + y* + ax + by + ¢ = 0 passe pelos pontos
(15), 4.4)e (3,1).

Se um ponto estd no grafico de uma equacdo, as coordenadas do ponto satisfazem a equac@o. Logo, substitua (x, y) =
(1,5), (x,y) = (4.4) e (x,y) = (3,1) para obter,

1+25+al+b5+c=0 a+5b+c=-26 (1)
16 +16+a4+b4+c=0 ou, simplificando 4a + 4b + ¢ = —32 2)
9+1+a3+bl+c=0 3a+b+c=-10 3)

Para resolver o sistema (1), (2), (3), elimine a das equacdes (2) e (3) como segue:

a+5h+c=-26 (1)
—16b — 3¢ =172 (4) =Eq. (2) + (—=4) - Eq. (1)
—14b — 2¢ = 68 (5) = Eq. 3) + (=3) - Eq. (1)

Agora, elimine b da equacio (5), substituindo por ela prépria mais —7/8 vezes a equagio (4).

a+5b+c=-26 (1)
—16b — 3¢ =172 (€))
2 =5 ©)
Finalmente, resolva a equag@o (6) para obter ¢ = 8 e substitua nas equacdes (4) e (1) paraobter b = —6ea = —4.

A equacio do circulo é x* + y2 — 4x — 6y + 8 = 0.
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Problemas Complementares

d—3y=4 6x—4dy=8 2y=3x+4
30.10 Resolva os sistemas (a) Ty (b) o (c) v
3x + 2y =19 9x — 6y =12 9x — 6y =4

Resp. (a) (5,2); (b) <¥ c), ¢ qualquer nimero real; (¢) sem solugdo.

3x—2y=0 x—3y=0 x+2y=2
30.11 Resolva os sistemas (@) x + 3y =0(b) 2x + 3y =2(c) 2x — y = 3
2x—y=0 —xty=1 3x+y=35

Resp. (@) (0,0); (b) sem solugiio; (¢) (% %)

30.12 Resolva os sistemas:

x+ty+z=5 xt+ty—2z=4 —x +2y+2z=-13
(@ x—4y—3z=11 (b) 2x =5y +z=17 (¢) 5x+y—87=0
—2x + 2y + 5z = —30 x+8 —T7z=2 3x—y=12

Resp. (a) (7,2, —4); (b) ndo ha solucio; (c) (2,—6,%)

2x—y—2z=0 x+y—z=5
30.13 Resolvaossistemas (@) x —y+z=0(®) 3x —y+z=23()
3x+2y+z=0 y—2z=3

3x =3y —6z=—15
—2x + 2y +4z=10

Resp. (a) (0,0,0); (b) (2,3 + ¢, ¢), ¢ qualquer nimero real; (¢) (c+ 2d —5, ¢, d), ¢ e d quaisquer nimeros reais.

30.14 A quantia de $ 16.500 foi investida em trés contas, resultando um lucro anual de 5%, 8% e 10%, respectivamente. A
quantia investida a 5% era igual a quantia investida a 8% mais o dobro da quantia investida a 10%. Quanto foi investi-
do em cada conta se o total dos juros sobre o investimento foi de $ 1.085?

Resp. $9.500 a 5%, $ 4.500 a 8%, $ 2.500 a 10%

30.15 Encontre a, b e c, tais que a equagio da parabola y = ax® + bx + ¢ passe pelos pontos (1,4), (—1,6) e (2,12).
Resp.a=3,b=—-1,c=2



Eliminagcbes Gaussiana
e de Gauss-Jordan

NOTACAO MATRICIAL

Métodos de eliminag@o para resolver sistemas de equacdes sdo mais eficientemente utilizados pelo emprego de matri-
zes. Uma matriz € uma disposicao retangular de nimeros, arranjada em linhas e colunas que ficam entre colchetes*:

a4 4 ay
Gy Gy Gy Ay
a a a a

Os nimeros sdo chamados de elementos da matriz. Diz-se que a matriz acima tem trés linhas (primeira linha: a,,
a,, a,, a,,, € assim por diante) e quatro colunas e que, portanto, € uma matriz de ordem 3 X 4. Os elementos sdo
denotados por dois indices; assim, o elemento da linha 2 e coluna 3 € o elemento a,,. Uma matriz pode ter qualquer
nimero de linhas e colunas; uma matriz qualquer € dita ter ordem m X n, ou seja, m linhas e n colunas.

MATRIZES LINHA-EQUIVALENTES

Duas matrizes sao ditas linha-equivalentes se uma pode ser transformada na outra por sucessivas aplicacdes das
seguintes operagoes de linhas sobre matrizes:

1. Trocar duas linhas. (Notagdo: R, <> R)

2. Substituir uma linha por um mdltiplo ndo nulo da mesma. (Notagdo: kR, — R,)

3. Substituir uma linha pela propria somada de um multiplo de outra linha. (Notag&o: kR; + R, — R))

Observe a correspondéncia exata com as operagdes que resultam em sistemas equivalentes de equacdes (Capitulo 30).

6} mostre o resultado ao se aplicar de (a) R <> R,;

Exemplo 31.1 Dada a matriz [Z

(b) R, —R,, (¢) —5R,+R,—R,

-2
b) %R , —> R, asubstitui¢@o de cada elemento da nova primeira linha 2 6 pela metade de seu valor nos leva a

3l

* N. de T.: Uma definigdo rigorosa para o conceito de matriz pode ser feita na linguagem da teoria de conjuntos. Uma matriz
ndo ¢é formada necessariamente por nimeros, nem precisa ser denotada por colchetes.

. 2 6
(a) R, <> R,, atroca das duas linhas nos leva a |:5 J
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(¢) —5R, + R, — R,, a substitui¢do de cada elemento na nova segunda linha pela mesma mais —5 vezes o ele-

1 3
mento correspondente da primeira linha —5 —15 nos leva a |: 0 — 17:|.

MATRIZES E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Para cada sistema linear de m equagdes a n varidveis na forma usual corresponde uma matriz de ordem m X n+1
conhecida como a matriz aumentada do sistema. Assim, ao sistema:

3x + S5y —2z=4 3 5 -2 4
—2x — 3y =6 corresponde a matriz aumentada -2 =3 0 6
2x +4y + z=-3 2 4 1 -3

A barra vertical ndo tem significado matemadtico e serve apenas para separar os coeficientes das varidveis dos ter-
mos constantes.

MATRIZ EM FORMA ESCADA

Uma matriz estd em forma escada se satisfaz as seguintes condigdes:

1. O primeiro ndimero ndo nulo de cada linha € 1.

2. A coluna contendo o primeiro niimero ndo nulo em cada linha estd a esquerda da coluna contendo o primeiro
nimero ndo nulo em linhas abaixo.

3. Qualquer linha contendo apenas zeros aparece abaixo de qualquer linha que tenha ndimeros diferentes de zero.

Exemplo 31.2 Faca operacdes de linha para encontrar uma matriz em forma escada e linha-equivalente & matriz
1 -1 3
3 2] -1
N B Y S S el LR ) Bl B
3 2| —1 ! 2 Lo 5] —10 572 2o 1] -2

ELIMINAGAO GAUSSIANA

Eliminacdo gaussiana (com substitui¢do) € o seguinte processo para resolver sistemas de equagdes lineares:

1. Escreva o sistema na forma usual.

2. Escreva a matriz aumentada do sistema.

3. Aplique operagdes de linha a essa matriz aumentada para obter uma matriz linha-equivalente que seja uma
matriz em forma escada.

4. Escreva o sistema de equacdes ao qual essa matriz corresponde.

5. Encontre a solugdo desse sistema; pode ser rapidamente resolvido por substituicao dos valores de cada equa-
¢30 na equacao anterior, comec¢ando pela dltima equagdo correspondente a uma linha nao nula.

. —y=3 . .
Exemplo 31.3 Resolva o sistema * Y por eliminacio gaussiana.
3x + 2y = —1

3 :|, considerada no exemplo anterior.
x—y=3
y=-2

. ., . . A1 —1
O sistema esta na forma usual. A matriz aumentada do sistema é |: )
-1

0 |- 2j|. Essa matriz corresponde ao sistema

Assim, y = —2. Substituindo isso na primeira equagdo resulta x — (—2) = 3 oux = 1. Assim, a solugdo do sistema
é(1,—-2).

Reduzindo essa a forma escada resulta [
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MATRIZ EM FORMA ESCADA REDUZIDA

A matriz estd na forma escada reduzida (frequentemente chamada de forma reduzida) se satisfaz as condigdes da
forma escada e se, além disso, os elementos acima do primeiro 1 em cada linha sio todos O.

I -1 3
Exemplo 31.4 Encontre uma matriz na forma reduzida que € linha-equivalente a matriz [ ‘ } do

0 1 -2
1 -1 3 1 0 1
R, + R, = R,
0 11 -2 0O 1| -2

Observe que a solucdo do sistema pode ser imedidatamente lida a direita apds escrever o sistema que corresponde
amatriz(x =1,y = —2).

Exemplo 31.2.

ELIMINAGAO DE GAUSS-JORDAN

Eliminacdo de Gauss-Jordan € o seguinte processo para resolver sistemas de equagdes lineares:

1. Escreva o sistema na forma usual.

2. Escreva a matriz aumentada do sistema.

3. Aplique operacdes de linha a essa matriz aumentada para obter uma matriz linha-equivalente em forma escada
reduzida.

4. Escreva o sistema de equagdes ao qual corresponde essa matriz.

5. Encontre a solucdio desse sistema. Se existe uma tnica solucio, pode ser imediatamente lida a direita. Se
existem infinitas solugdes, o sistema serd tal que, depois de atribuir valores reais arbitrdrios para as varidveis
indeterminadas, as outras varidveis sdo imediatamente expressas em termos dessas.

O processo de encontrar uma matriz na forma escada ou forma escada reduzida que € linha-equivalente a uma dada
matriz desempenha um papel-chave na resolug@o de sistemas de equacdes lineares. Esse processo € usualmente
abreviado como “transformacao para forma escada (ou forma escada reduzida)”.

Problemas Resolvidos

31.1 Mostre o resultado da aplicagdo (a) R, <> R;; (D) —%Rz — R,; (¢) 2R, + R, — R, para a matriz
5 3 -2 3
-3 6 12| -3}
I 0 —4 5
1 0 -4 5
(a) R, <> Rypermuta linhas 1 e 3, resultando| -3 6 12 | =3 |
5 3 2] 3
5 3 -213
(b) —%R2—>R2 substitui a linha 2 por —% vezes ela mesma, resultando| 1 -2 —4
1 0 —41]5
-1 15 22| -3
(¢) 2R, + R,— R, adiciona a linha —6 1224 |—6 alinha 1, resultando| =3 6 12 | =3 |
1 0 —4 5
1 2 -2 3
31.2 Transforme a matriz| 2 5 0 | —7 |paraa forma escada.
37 2| -4
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31.3

314

31.5

O primeiro elemento na linha 1 € 1. Use isso para produzir zeros na primeira posi¢ao nas linhas abaixo:
1 2 -2 3 1 2 -2 3
R, + (=2)R, > R,
2 5 0| -7 0 1 4| —13
R, + (=3)R, &> R,
37 2| 4] " Lo 1 4| —13

O primeiro elemento ndo nulo na linha 2 agora € 1. Use isso para produzir um zero na posi¢ao correspondente na tltima
linha.

12 -2 3 12 =2 3
0 1 4 |-13|R,+(-DR,—R|O0 1 4|13
0 1 4 |-13 00 of o0

Essa matriz estd na forma escada e € linha-equivalente a matriz original.

Generalize o procedimento do problema anterior para uma estratégia geral para transformar a matriz de um
sistema arbitrdrio na forma escada.

1. Pela permuta de linhas, se necessdrio, obtenha um elemento ndo nulo na primeira posi¢ao na linha 1. Substitua a
linha 1 por um multiplo que torne esse elemento 1.

2. Use esse elemento para produzir zeros na primeira posi¢ao nas linhas abaixo.

3. Se isso produz linhas com zeros a esquerda da barra vertical, ou com todos os elementos iguais a zero, mova essas
linhas para baixo. Se ndo existem outras linhas, pare.

4. Se existem elementos ndo nulos nas linhas abaixo da primeira, mova a linha com o elemento nio nulo mais a esquer-
da para a linha 2. Substitua a linha 2 por um muitiplo para fazer desse elemento um 1.

5. Use esse elemento para produzir zeros na posi¢do correspondente em quaisquer linhas abaixo da linha 2 que sdo ndo
nulos a esquerda da barra vertical.

6. Proceda como nos passos 3 a 5 para quaisquer linhas remanescentes.

x+2y—2z=3

Resolva o sistema 2x + Sy = —7por eliminagio gaussiana.
3x+ 7y —2z=—4
A matriz aumentada do sistema € a matriz do Problema 31.2. Transformando na forma escada, temos a matriz
1 2 =2 3 x+2y—27=3 (1)
0 1 4 | —13 | aqual corresponde ao sistema y+4z=—-13 2)
0 0 0 0 0 =0 3)

Esse sistema tem um ndmero infinito de solu¢des. Seja z = r, r € qualquer nimero real. Entdo, da equagdo (2),y =
— 13 — 4r. Substituindo de volta na equagdo (1) resulta:
xX+2(—13—4r)—2r=3

x=10r + 29

Portanto, todas as solugdes do sistema podem ser escritas como (107 + 29, —13 — 4r, r), sendo r qualquer niimero real.

1 0 -1 1 2 2
1 0 2 -3 |4
0 -1 1 3

0O -2 -1 -3 9 | 11

O primeiro elemento na linha 1 € 1. Use isso para produzir zeros na primeira posi¢do nas linhas inferiores:

Transforme a matriz na forma escada reduzida.

0 -1 1 2| » 10 -1 1 2| 2
I 0 2 =3| 4R, +(-DR>R,J|0 1 1 1 =5|-6
0 -1 1 3| 3R +(-2R—>RJ[0 0 1 -1 —1][-1

-2 -1 =3 91 n 0 -2 -1 -3 911

S N = =
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Agora o primeiro elemento néo nulo na linha 2 € 1. Use isso para produzir zeros na posi¢@o abaixo nas linhas inferiores
(somente na linha 4 falta um zero).

1 0 -1 1 2 2 1 0 -1 1 2 2
0 1 1 1 =5 | -6 R 4+ 2R >R 1 1 1 =5 | -6
0 0 I -1 =1 | —-1/"* 2 4 0 I -1 =1 | -1
o -2 -1 -3 9 11 0 0 1 -1 -1 -1

Agora o primeiro elemento ndo nulo na linha 3 € 1. Use isso para produzir um zero na posicdo abaixo, na linha 4.

-1 1 2 2
1 1 -5| -6
1 -1 -1 -1
I -1 -1 -1

R, + (-DR, >R e

0 0 0 0

S O = O
—_
I
—_

1
0
‘1o
0

S O o =
S O = O

Essa matriz estd na forma escada. Para produzir a matriz na forma escada reduzida, use o primeiro 1 em cada linha para
produzir zeros na posicdo correspondente nas linhas acima, comegando na tltima linha.

1 0 -1 1 2 2 1 0 O 0 1 1
01 1 1 -5|-6| R+R—>R, |0 1 0 2 —4]|-5
00 1 -1 —1|-1|R+CDR,>R|0 0 1 -1 —1]-1
0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0
Essa matriz esta na forma escada reduzida.
Resolva por eliminagdo de Gauss-Jordan:
X, —x3+x4+2x5=2
x, +x, +2x, —3x, = —4
2x, —x3+x4+3x5=3

—2x, —x, = 3x, + 9x, = 11

A matriz aumentada do sistema € a matriz do Problema 31.5. Transformando na forma escada reduzida resulta a matriz

1 0 0 0 1 1 _

01 0 2 —4/|-5 o =M
00 1 -1 -11|-1 a qual corresponde ao sistema X, + 2x, — 4x; = =5 )
000 0 0] 0 Hooh s =ol 0

Esse sistema tem um nimero infinito de solugdes. Sejam x5 = r, x, = s, r e s nimeros reais quaisquer. Entdo, da equacdo
(3) xy=r + s —1; daequacdo (2), x, = 4r —2s —5; e da equac@o (1), x, = 1 —r. Portanto, todas as solu¢cdes podem ser
escritas como (1 — r,4r —2s — 5, r + s — 1, 5, r), sendo r e s nimeros reais quaisquer.

As bombas A, B e C, trabalhando juntas, podem encher um tanque em 2 horas. Se somente A e C sdo usa-
das, levaria 4 horas. Se somente B e C s@o usadas, levaria 3 horas. Quanto tempo levaria cada uma para
encher o tanque trabalhando separadamente?
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Sejam t,, 1, e t, 0s tempos das bombas A, B e C, respectivamente. Entdo, a taxa na qual cada bomba trabalha pode ser

expressa como r, = 1/t,, r, = 1/tye r; = 1/t;. Usando quantidade de trabalho = (taxa)(tempo), a seguinte tabela pode
ser feita:
Quantidade
Taxa Tempo de trabalho
Bomba A r 2 2r,
Bomba B T, 2 2r,
Bomba C ry 2 2r,

Portanto, se todas as trés mdquinas, trabalhando juntas, podem encher o tanque em 2 horas,
2r +2r, +2r, =1 (1)

Analogamente,
dr +4r, =1 2)

3r, + 3r3 =1 3)

O sistema (1), (2), (3) tem a matriz aumentada

2 2 21 1 0 0 1/6
4 0 411 a qual se transforma na forma escada reduzida [0 1 O 1/4
0 3 3]1 0 0 1| /12

Portanto, r; = 1/6 tarefa/hora, r, = 1/4 tarefa/hora e r; = 1/12 tarefa/hora. Logo, t, = 6 horas para a bomba A encher
o tanque, 7, = 4 horas para a bomba B encher o tanque e t; = 12 horas para a bomba C encher o tanque, trabalhando
sozinhas.

31.8 Uma investidora deseja investir $ 800.000 em Caderneta de Poupanca, pagando 6% de juros, fundo de renda
fixa, pagando 10%, acdes, pagando 12%, e investimentos de risco, pagando 14% de juros. Por questdes
tributdrias, ela quer planejar um retorno anual de $ 78.000 e deseja ter no total dos outros investimentos o
triplo da quantia investida em poupanca. Como ela deveria dividir o investimento?

Sejam x, = quantia investida em poupanca, x, = quantia investida em fundo de renda fixa, x; = quantia investida em
acdes e x, = quantia aplicada em investimento de risco. Forme uma tabela:

Quantia investida Razao de juros Juro ganho
Poupanga X 0,06 0,06x,
Fundo de renda fixa X, 0,1 0,1x,
Acdes X3 0,12 0,12x;
Investimento de risco X, 0,14 0,14x,

Como o total do investimento & $800.000, x, + x, + x; + x, = 800.000 (1)
Como o total capitalizado ¢ $78.000, 0,06x, + 0,1x, + 0,12x; + 0,14x, = 78.000 (2)
Como o total dos outros investimentos € o triplo da quantia investida em poupanga,

X, + x;+ x, = 3x,, ou, na forma usual, —=3x, + x, + x; + x, = 0(3)
O sistema (1), (2), (3) tem a seguinte matriz aumentada:

1 1 1 1 | 800.000
0,06 0,1 0,12 0,14 | 78.000
-3 1 1 1 0

Transformando isso na forma escada reduzida resulta:

0 0 0 | 200.000
10 —11 300.000
0 1 2 | 300.000

[
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Isso corresponde ao sistema de equagdes:

x = 200.000
x — x, = 300.000
x, + 2x, = 300.000

H4 um nimero infinito de solugdes. Seja x, = r. Entdo, todas as solu¢des podem ser escritas na forma (200.000,300.000
+ r,300.000 — 2r, r). Desse modo, a investidora deve aplicar $ 200.000 em poupanga, mas tem uma ampla variedade
de outras opgdes que atendem as condigdes dadas. Uma quantia r aplicada em investimento de risco requer um total
de $ 300.000 a mais que no fundo de renda fixa, e uma quantia de $ 300.000 — 2r em a¢des. Sempre que esses va-
lores forem positivos, as condi¢des do problema sdo satisfeitas; por exemplo, uma solugdo seria r = 100.000, entao
x; = $200.000 em poupanca, x, = $ 400.000 em fundo de renda fixa, x; = $ 100.000 em ag¢des e x, = $ 100.000 em
investimento de risco.

Problemas Complementares

319

31.10

31.11

31.12

31.13

Transforme em forma escada:

o3 315l ol2l el ol
4 2| -6 4 10| -6 4 106
1 /2 /2
Resp. () [0 51’31} (b)[l 5/2‘ 3/2}@ [1 5/2‘3/1
0 0] —12 0 0 0

Resolva usando a informacio do problema anterior:
(a)2x+5y=3 b 2x + 5y =3 ¢ 2x + 5y =3
4x — 2y = —6 4x + 10y = —6 4x + 10y

Resp. (a) (—1,1); (b) sem solugdo; (c) (3 ; Sr, r>, sendo r um nimero real qualquer.

Transforme na forma escada reduzida:

2 3 8 2 3 —4|8 1 3 4 5|1
@[3 -1 |12 |3 4 -5|6| 0|3 5 2 6|7
5 2120 1 1 =112 4 8 6 1118
1 0] 4 1 0 1]2 1 0 =72 -7/4 4
Resp.(a) |0 1|0} (|0 1 =210} (|0 1 52 9/4 | —1
0 00 0 0 0|4 0 0 0 0 0
Resolva usando a informacio do problema anterior:
2x + 3y =8 2x +3y —4z=38 x, + 3x, +4x; + 5x, = 1
(@ 3x—y=12 (b)3x+4y—5z=6 (c) 3x +5x, +2x;+6x, =7
S5x + 2y =20 xX+y—z=2 dx, + 8x, + 6, + 1lx, = 8
Resp. (a) (4,0); (b) nio existe solugdo; (c¢) (4 + % + % o % - % s, r), sendo r e s nimeros reais

quaisquer

Serd produzida uma mistura de 140 libras de améndoas que custam $4 por libra, castanhas que custam $6 por libra e
nozes custando $7,50 por libra. Se a mistura serd vendida por $ 5,50 a libra, quais sdo as possiveis combinagdes que
podem ser feitas?

Resp. Se t = numero de libras de nozes, entdo, qualquer combinacdo de 105 — 1,75¢ libras de castanha e 35 + 0,75¢
libras de améndoas para a qual todos os trés valores sdo positivos; assim, 0 <7< 60, 105 > 105 — 1,75t > 0e 35 <
35 + 0,75t < 80.



Decomposicao em Fracao Parcial

EXPRESSOES RACIONAIS PROPRIAS E IMPROPRIAS

. . Jx) L .
Uma expressao racional € qualquer quociente da forma P onde f'e g sdo expressdes polinomiais (aqui, assume-

-se que f'e g tenham coeficientes reais). Se o grau de f € menor que o grau de g, a expressdo racional € chamada
propria, caso contrario, impropria. Uma expressdo racional imprépria pode ser sempre escrita usando o esquema
da divisdo longa (Capitulo 14), como um polindmio mais uma expressdo racional propria.

DECOMPOSICAO EM FRACAO PARCIAL

Qualquer polindmio g(x) pode, teoricamente, ser escrito como o produto de um ou mais fatores lineares e quadra-
ticos, onde os fatores quadraticos ndo tém zeros reais (fatores quadraticos irredutiveis). Segue-se que qualquer
expressao racional propria com denominador g(x) pode ser escrita como a soma de uma ou mais expressoes racio-
nais préprias, cada uma tendo um denominador que € uma poténcia de um polindmio com grau menor ou igual a 2.
Essa soma € chamada de decomposicdo em fracdo parcial da expressao racional.

2
Exemplo 32.1 e )j_ I € uma expressao racional impropria. Pode ser reescrita como a soma de um polindmio e
2
< . P X 1
uma expressao racional prépria: =x—1+ .
P PIOPI ST X+ 1

2x + 1
xz +

¢ uma expressio racional prépria. Como seu denominador € fatorado como x> + x =
2x+1 2x+1 1

Pt+x @2+x YT xFD

Exemplo 32.2

X
x(x + 1), adecomposi¢io em fragdo parcial de

como pode ser verificado pela adi¢io:

1 :x-i-l X :2x+1
x+1 x(x+1) xx+1) x2+x

J’_

==

X
x2+1
e nio admite zeros reais.

Exemplo 32.3

jé estd decomposta na forma de frag@o parcial, uma vez que o denominador € quadratico

PROCEDIMENTO PARA ENCONTRAR A DECOMPOSICAO EM FRACAO PARCIAL

Procedimento para encontrar a decomposic¢do em fragdo parcial de uma expressao racional:

1. Se a expressdo € propria, va para o passo 2. Se a expressdo € improépria, divida para obter um polindmio mais
uma expressao racional prépria e aplique os seguintes passos para a expressao propria f(x) / g(x).

2. Escreva o denominador como um produto de poténcias de fatores lineares da forma (ax + b)™ e fatores quadra-
ticos irredutiveis da forma (ax? + bx + ¢)".
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3. Para cada fator (ax + b)", escreva uma soma de fracdes parciais da forma:

A, A, A,
ax+b+(ax+b)2+ +(ax-i—b)m

onde os A, estdo ainda para serem determinados.
4. Para cada fator (ax> + bx + ¢)", escreva uma soma de fracdes parciais da forma:
Bx + C, Byx + C, Bx+ C
B —
ax> + bx + ¢ (ax* + bx + ¢)? (ax* + bx + o)

onde os B;e C;estdo ainda para ser determinados.

5. Faca f(x) / g(x) igual a soma das fragdes parciais dos passos 4 e 5. Elimine o denominador g(x) multiplicando
ambos os lados para obter a equacdo bdsica dos coeficientes desconhecidos.

6. Resolva a equagdo basica para os coeficientes desconhecidos A;, B;e C;.

METODO GERAL PARA RESOLVER A EQUAGCAO BASICA

. Expanda ambos os lados.
. Agrupe termos em cada poténcia de x.
. Iguale os coeficientes de cada poténcia de x.

AW N =

. Resolva o sistema linear dos termos desconhecidos A,, B,.e C ; resultantes.

Exemplo 32.4 Encontre a decomposi¢io em fracdo parcial de o

Essa é uma expressio racional propria. O denominador x*> —1 ¢ fatorado como (x — 1)(x + 1). Logo, existe uma
soma de somente duas fragdes parciais, uma com o denominador x — 1 e a outra com denominador x + 1. Entdo,
faca

2 -1 x—1 x+1
Multiplicando ambos os lados por x> —1 para obter a equacdo bdsica
4=Ax+1)+AK—-1)
Expandindo, resulta
4=Ax+A +Ax—A,
Agrupando termos em cada poténcia de x, resulta
Ox+4=A+A)x+ A —A)

Para isso valer para todo x, os coeficientes de cada poténcia de x em ambos os lados da equacdo devem ser iguais;
logo:

A+A,=0
A —A,=4
Esse sistema tem uma solucdo: A, = 2, A, = —2. Logo, a decomposic¢do em fracdo parcial é
4 2 n -2

2 -1 x—1 x +1

METODO ALTERNATIVO

Meétodo alternativo para resolver a equacdo basica: em vez de expandir ambos os lados da equagdo bdsica, substitua
valores de x na equacdo. Se, e somente se, todas as fracdes parciais tiverem denominadores lineares distintos, e se
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os valores escolhidos sdo os zeros distintos dessas expressdes, os valores dos A, serdo achados imediatamente. Em
outras situagdes, ndo havera zeros suficientes para determinar todos os termos desconhecidos. Outros valores de x
podem ser escolhidos e o sistema resultante de equagdes resolvido, mas, nessas situagdes, o método alternativo nao
é preferivel.

Exemplo 32.5 Use o método alternativo para o exemplo anterior.
A equagdo bdésica é

4=Ax+DH+AKXx—1D
Substitua x = 1, entdo, segue-se que:

4=A0+D+A0-1

4=2A4A,
A =2
Agora substitua x = —1, entdo, segue-se que:

4=A(-1+ 1D +A(—-1—1)
4=-24,
A,=—2

Isso leva ao mesmo resultado anterior.

Problemas Resolvidos

X+ Tx—2
X —x

Essa € uma expressao racional prépria. Fatore o denominador como segue:

32.1 Encontre a decomposic¢ao em fragdo parcial de

x3*x=x(x2* =x(x—Dx+1)
Portanto, existe uma soma de trés fracdes parciais, com denominadores x, x — 1 e x + 1. Faca
24 Tx—2 4 Ay As

x> —x _7+x—l+x+1

Multiplicando ambos os lados por ©—x= x(x — 1)(x + 1) resulta

A,
x — 1

_ A
(x3—x)xz;77_xx2=x(x—1)(x+1)71+x(x—1)(x+1) ’

x + 1

+ x(x — DHx + 1)
Pt+HTx—2=A0—-Dx+D+Axx+ 1D +Axx—1

Essa € a equagdo basica. Como todas as fragdes parciais tém denominadores lineares, € mais eficiente aplicar o método
alternativo. Substitua x pelos zeros do denominador x(x — 1)(x + 1).

x=0:
-2 = A (=Dd) + AZ(O)(I) + A3(0)(*l)
-2 =-A

A =2
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x=1
P+7-1=-2=A0-DA+ 1D +AMA+1D+A00 -1
6 =24,
A, =3
x=—1:

(12 +7(—=1) =2 =A(—1 = D(=1 + 1) + A(=1)(=1 + 1) + A(=1)(—1 — 1)

—8 =24,

A, = —4

Logo, a decomposicio em fracdo parcial é

X+Ix—-2_2 3 -4
X —x Xty aF

6x3 + 5x2 + 2x — 10
6x2 —x — 2 ’

Essa € uma expressido imprépria. Use o método de divisao longa para reescrevé-la como:

Encontre a decomposicao em frag¢do parcial de

S5x — 8

1+
* 6x> —x — 2

Fatore o denominador como (3x — 2)(2x + 1). Portanto, existe uma soma de duas fracdes parciais, uma com denomi-
nador 3x — 2 e a outra com denominador 2x + 1. Faca

Sx =8 _ Ay n A,
6x2—x — 2 3x — 2 2x + 1

Multiplique ambos os lados por 62— x—2=0Cx—2)2x+ 1) para obter
5x—8=A,2x+1)+A,3x—2)

Essa € a equacdo basica. Como os zeros do denominador envolvem fracdes, o método alternativo ndo parece ser atrativo.
Expandindo, resulta

Sx —8=2Ax+ A, +3Ax — 24,
Agrupando termos em cada poténcia de x, o resultado é
S5x —8=2A, +3A)x + (A, — 24)

Para isso valer para todo x, os coeficientes de cada poténcia de x em ambos os lados da equacdo devem ser iguais; logo,

2A,+ 34,=5
A —2A,= -8
A tinica solugdo desse sistema é A, = —2, A, = 3. Logo, a decomposi¢io em fragio parcial é
613 + 5x* + 2x — 10 _ -2 3
—x-2 Pl tn et ae

X=X +3x3+52+6x+6
x4 X3 '
Essa € uma expressao imprépria. Use o método da divisao longa para reescrever como:

Encontre a decomposigdo em fragdo parcial de —

3+ 532+ 6x+ 6
x4+ ¥

—x +



@ I[P»———  Pre-CiLculo

324

Fatore o denominador como x3(x + 1). O primeiro fator é chamado de fator linear repetido; uma soma de fracdes par-
ciais deve ser considerada para cada poténcia de x de 1 a 3. Faca

3x% + 5x2 + 6x + 6 _ A A A A,

X+ 8 oo ¥ xtl

Multiplique ambos os lados por x* + x> = x3 (x + 1) para obter

33+ 52+ 6+ 6 =A%+ 1) + Apx(x + 1) + Ay(x + 1) + A3
Essa € a equagao basica. Expandindo, resulta

38 + 522+ 6x+ 6= A1x3 + Alx2 + Azx2 +Ax+Ax+A+ A4)c3
Agrupar os termos em cada poténcia de x resulta

3+ 5%+ 6x+ 6= (A, + A)> + (A, + AP + (A, + Ax + A,

Para isso valer para todo x, os coeficientes de cada poténcia de x em ambos os lados da equagdo devem ser iguais, logo,

A +A=3
A +A,=5
A,+A,=6
A,=6
A tinica solugdo desse sistema € A, = 5,A, = 0,A, = 6,A, = —2. Logo, a decomposicdo em fracdo parcial €
X =X +33+52+ e+ 6 5,6 -2
x4+ X B er)Cer3+x-i-1

3—x2+9x—1
X =1

Essa € uma expressao racional propria. Fatore o denominador como segue:

A=1=02 - D+ D =x— D+ D2+ 1)

- ~ . X
Encontre a decomposi¢do em fragdo parcial de

Portanto, existe uma soma de trés fragdes parciais com denominadores x — 1, x + 1 e x2 + 1. Observe que o denomi-
nador quadritico irredutivel x> + 1 requer um numerador da forma Bx + C,, ou seja, linear em vez de uma expressao
constante. Faca

B+ -1 A . 4, +le+cl
=1 Tx—-1 x+1 X2 +1

Multiplique ambos os lados por P-1= x—Dkx+ 1)(x2 + 1) para obter
B+ —1=Ax+ D+ D+ A,0x— DEE+ 1)+ Bx+ C)x— Dx+ 1)
Essa € a equagdo basica. Expandindo, resulta
B+ —1=AC+ A+ Ax+ A+ A — A+ Ax — A+ B+ Cx* — Bx — C,
Agrupar os termos em cada poténcia de x resulta

B+ —1=A+A,+B)>+ A —A,+C)*+ (A, +A,—B)x+A, —A,— C,
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Para isso valer para todo x, os coeficientes de cada poténcia de x em ambos os lados da equagdo devem ser iguais, logo,
A+A+B =1
A—A+C=-1
A+A,—B =9
A—A—-C=-1

A tnica solugdo desse sistemaé A, = 2, A, = 3, B, = —4 e C, = 0. Logo, a decomposi¢ido em fragdo parcial é
X2-x¥+9%—-1_ 2 y_3 L &
=1 Tx—-1 x4+ 1 0 241

5x° — 4x* + 21x — 28

x4+ 10x2 + 9
Essa é uma expressio racional prépria. Fatore o denominador como 1024+ 9 = (22 + )2 + 9). Existem somente
duas fragdes parciais, com denominadores 2+ 1ex?+ 9. Cada denominador quadratico irredutivel requer um nume-
rador linear ndo constante. Faca

Encontre a decomposi¢ao em fragdo parcial de

50 — 4 +21x —28 Bxt+ (€ Bx+ G

+
x4+ 1002 + 9 x4+ 1 ¥ +9
Multiplique ambos os lados por HH102+9 =02+ D2+ 9) para obter
503 — 4x? + 210 — 28 = (Byx + C))(x® + 9) + (Byx + C,)(¥> + 1)
Essa € a equacdo basica. Expandindo, resulta
50— 4x> + 21x — 28 = BX® + Cx% + 9B x + 9C, + B,x> + Cx* + Byx + C,
Agrupar termos em cada poténcia de x resulta

503 — 4x% + 21x — 28 = (B, + B)x> + (C, + C,)x*> + (9B, + B,)x + 9C, + C,

Para isso valer para todo x, os coeficientes de cada poténcia de x em ambos os lados da equag@o devem ser iguais, logo:

B, +B,=5
C,+C,=—4
9B, + B,= 21
9C,+ C,= —28
A tnica solucdo desse sistema € B, = 2, B, = 3, C, = —3, C, = —1. Logo, a decomposig¢io em fragdo parcial €

S0 —4x2+2Ix—28  2x—3  3x—1

x*+10x2 4+ 9 X2+ 1 *+9

Um erro comum em determinar uma soma de fracdes parciais € assinalar um numerador constante a uma
frag@o parcial com um denominador quadrético irredutivel. Explique o que aconteceria no problema ante-
rior como resultado desse erro.

Assuma a soma de fragdes parciais incorreta

Sxd — 4o + 21x — 28 A, A,

+
X+ 1022+ 9 X+1 x¥*+9

Multiplicar ambos os lados por 41024+ 9 = (2 + )2+ 9), resultaria

50— 4+ 21x — 28 = A,(° + 9) + A, + 1)
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Expandindo essa equagdo bdsica incorreta, resultaria
563 — 42+ 21x — 28 =Ax* + 9A, + A% + A,
Agrupando termos em cada poténcia de x
50— 4x + 21x — 28 = (A, + A)x* + 94, + A,
Para isso valer para todo x, os coeficientes de cada poténcia de x em ambos os lados da equacio teriam que ser iguais,
mas isso & impossivel; por exemplo, o coeficiente de x> do lado esquerdo € 5, mas no direito & 0. Desse modo, o proble-
ma foi tratado incorretamente.
. . 3x + 14x — 3
32.7 Encontre a decomposicdo em fragdo parcial de —7——————.
POsig 0P xt+ 8% + 16
Essa € uma expressao racional prépria. Fatore o denominador como X+ 8x2 + 16 = (x* + 4)% Esse é um fator qua-
drético repetido; uma soma de fracdes parciais deve ser considerada para ambos 2+ 4e (x> + 4)%. Cada denominador
quadrético irredutivel requer um numerador linear ndo constante. Faga

3x3+l4x—3=le+C1+Bzx+C2
X+ 8x2 + 16 X2+ 4 X2 + 4)?

Multiplique ambos os lados por X+ 82+ 16 = (2 + 4)? para obter
3¢+ 1dx —3=Bx+ C)*+4) + B+ C,
Essa € a equagdo bdsica. Expandindo, resulta
3¢+ 14x —3 =B  + Cx® + 4Bx + 4C, + Byx + C,
Agrupar termos em cada poténcia de x resulta

33+ 14x — 3 =BxX> + Cx* + (4B, + B,)x + 4C, + C,

Para isso valer para todo x, os coeficientes de cada poténcia de x em ambos os lados da equagdo devem ser iguais, logo,

B,=3
C,=0
4B, + B,= 14
4C,+ C,= -3
A tnica solucdo desse sistema € B, = 3, B, = 2, C, = 0, C, = —3. Logo, a decomposicdo em fracdo parcial &
3¢ 4+ 14x — 3 3x 2x — 3

P82+ 16 2+4 (2 + 4y

Problemas Complementares

32.8 Encontre a decomposicdo em fra¢do parcial de %
x* — 2x

Resp.%+xE2

L - . 2x + 22
32.9 Encontre a decomposicdo em fra¢ao parcial de ORI

4 =2
x—3 + x+4

Resp.

X +33 -2 —2x— 4
x2—1 ’

32.10 Encontre a decomposi¢do em fragdo parcial de

72_’_3

2 —
Resp. x* + 3x 1+x—1 P




32.11

32.12

32.13

32.14

32.15

32.16

32.17

32.18

32.19

32.20

32.21

32.22

CaPiTULO 32 ¢ DECOMPOSIGAO EM FRAGAO PARCIAL

Encontre a decomposi¢do em fragdo parcial de

5 -2 1
Resp.x+x_5+x+5

Encontre a decomposi¢do em fracdo parcial de

1 3 )
Resp. 3o+ 5y =1 T o + 3

+

Encontre a decomposic¢do em fracdo parcial de —
X

1 2 -3
Resp.
epr—1+(x—1)2+(x—l)3

—  «a»

4x> — 15x — 125

x3 — 25x

—2x* 4+ 46x — 3
30x3 + 39x% — Ox’

X2 —4

-3 +3x -1

Encontre a decomposi¢do em fragdo parcial de X

Resp. x* + _71 + % x_—21

Encontre a decomposi¢do em fracdo parcial de

Resp.x—i-_Tz—i-;:_z

O — ¥ =33 + x>+ 3x -3

— 3

x4

X+ 3x2—x—38

X3+ 4x

2x3 — 4x

Encontre a decomposi¢@o em fragdo parcial de

1 -3
x+ 1P x*+1

x*

Resp. x-%— 1 +

+23 2+ 2x + 1

2x° + 423 + X2 + 124x + 16

Encontre a decomposi¢do em fragdo parcial de

3x
X2+ 16

1 —x
X+ 4

Resp. 2x +

x

X+ 20x% + 64

+ 2322 4 — 1

Encontre a decomposi¢do em fracdo parcial de

3x — 2
2+ 1)

x+ 1
X2 +1

Resp.

X6

o2+ 1)

Encontre a decomposi¢do em fragdo parcial de
x—2 3x — 1
X2+1 P+ 1)

Resp. x> — x +

4+t - - +3x—3
X+ 2+ 1 '

5x0 — x° 4+ 33x* — 14x° + 51x% — 31x + 23

Encontre a decomposi¢do em fragdo parcial de

Resp 5 x+3 —2x
B B ) LI CoIE N O
Encontre a decomposic¢do em fracdo parcial de 3x

5 n 1 — 2x

RESP'X'FI 2—-x+1

Mostre que a decomposicio em fragio parcial de

X

(2 + 123 + 47

2 —6x+ 6

X+ 1

—c
2a(x + a)’

ode ser escrita como < +
2 — 2 P 2a(x — a)



Sistemas de Equacoes Nao Lineares

DEFINICAO DE SISTEMAS NAO LINEARES DE EQUAGOES

Um sistema de equagdes no qual qualquer uma das equacdes € ndo linear € um sistema ndo linear. Um sistema nao li-
near pode nio ter solucdes, ter um conjunto infinito de solugdes ou qualquer nimero de solugdes reais ou complexas.

SOLUCOES DE SISTEMAS NAO LINEARES COM DUAS VARIAVEIS

Solugdes de sistemas ndo lineares com duas varidveis podem ser encontradas por meio de trés métodos:

1. Método grafico. Desenhe no gréifico cada equagio. As coordenadas de quaisquer pontos de interse¢do podem
ser lidas do gréfico. Ap6s verificar cada equag@o por substituicdo, essas coordenadas sdo solugdes reais do
sistema. Normalmente, apenas aproximacdes de solugdes reais podem ser encontradas por esse método, mas
quando os métodos algébricos abaixo falham, esse método ainda pode ser usado.

2. Método da substituicdo. Em uma equacio, isole uma variavel em termos das outras. Substitua essa expressao
nas outras equacdes para determinar o valor da primeira varidvel (se possivel). Entdo, substitua esse valor para
determinar a outra varidvel.

3. Método da eliminacao. Aplique as operagdes sobre equagdes para obter sistemas equivalentes a fim de elimi-
nar uma varidvel de uma equagao; isole essa varidvel na equacao resultante e substitua esse valor para determi-
nar o valor da outra varidvel.

-X

Exemplo 33.1 Resolva o sistema 4
y=1+x

O grifico de y = ¢~ *€ uma curva de decaimento exponencial; o grafico de y = 1 + x € uma linha reta.

graficamente.

Esboce os dois graficos no mesmo sistema de coordenadas (ver Fig. 33-1).

y

-1-0,50 0,5 1 1,5 2

Figura 33-1

Os gréficos parecem se interceptar em (0, 1). Substituindo x = 0,y = lemy = ¢ *, resulta 1 = e oul=1.
Substituindoem y = 1 + x, resulta 1 = 1 + 0. Portanto, (0, 1) € uma solu¢ao do sistema. O método ndo descarta a
possibilidade de outras solugdes, incluindo solu¢des ndo reais complexas.
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y=x-2 ()
x+2x =11 2)
Substitua a expressdo x> — 2 da equagio (1) na equagdo (2) no lugar de y para obter

Exemplo 33.2 Resolva o sistema por substitui¢do.

x+2*=2)=11
Isolando x nessa equag@o quadratica
22+x—-15=0
2x—5x+3)=0
2x—5=0 ou x+3=0

x=% x=-3
Substituir esses valores de x na equacio (1) resulta:
S (Y L, 17 N N
x—2.y—(2)z 2 = 2 x=-3:y=(-3)—-2=7

517
24

Exemplo 33.3 Resolva por eliminagdo:

Portanto, as solucdes séio(

) e(—3,7).

X+ yr=1 (1)

=y=7 Q)

Sustituindo a equacao (2) por ela prépria mais a equagado (1), resulta o sistema equivalente:

2+y=1 (1)
22 = 3)

Isolando x na equagio (3)

x=2 ou x=-2
Substituindo esses valores de x na equacéo (1) resulta:

x=2: 22432 =1 = —2: (=22 +y2 =1

y=i\/§ ou y=—i\/§ y=i\/§ ou y=—i\/§
Portanto, as solugdes sio (2, i\/g), (2, —i\[3), (-2, i\@), (=2, —i\[3).

NAO EXISTE PROCEDIMENTO GERAL

Nao hd procedimento geral para resolver sistemas de equacdes nao lineares. Algumas vezes, uma combinagdo dos
métodos descritos € efetiva; frequentemente, nenhum método algébrico funciona e o método grafico pode ser usa-
do para encontrar algumas solu¢des aproximadas, as quais podem, entdo, ser refinadas por métodos numéricos
avangados.

Problemas Resolvidos

— 42
. y=x .
33.1 Resolva o sistema e ilustre graficamente.
x+y=2 2)
Resolva por substituicao: substitua a expressao xda equacdo (1) na equagdo (2) no lugar de y para obter a equacdo

quadratica

x+x2=2
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Resolvendo
X2+x—2=0
x—Dx+2)=0
x=1 ou x=-2
Substituindo esses valores de x na equagao (1) resulta:
x=Ly=12=1x=-2y=(-27%=4
Portanto, as solugdes sdo (1,1) e (—2,4).

O grificode y = ¥éa pardbola bdsica, com abertura para cima. O grafico de x + y = 2 € uma reta com coeficiente
angular —1 e intercepto y 2. Esboce os dois graficos no mesmo sistema de coordenadas (Fig. 33-2).

(1,1
X
1 20
Figura 33-2
. y=x+2 (1)
33.2 Resolvaosistema =~ e ilustre graficamente.
y=2x —4 2)
Resolva por substituicio: substitua a expressio x> + 2 da equacio (1) na equago (2) no lugar de y para obter a equago
quadratica
P¥+2=2x—4
Resolvendo

X*=2x+6=0

. —(=2) = V(=2 - 4(1)(6)

2(1)

x=1=iV5
Substituindo esses valores de x na equagao (1) resulta:
x=1+i5y=(1+i5>+2=—-2+2i5
x=1—i5y=(1—-i5?+2=-2-2i5
Portanto, as solucdes sdo (1 + iV/5, =2 + 2iV/5)e (1 — iV/5, =2 — 2iV/5).

O grificode y = ¥ +26a pardbola bdsica, com abertuta para cima, deslocado 2 unidades para cima. O gréifico
de y = 2x — 4 é uma reta com coeficiente angular 2 e intercepto y —4. Esboce os dois graficos no mesmo sistema
de coordenadas e observe que as solugdes complexas correspondem ao fato de que os graficos ndo se interceptam
(Fig. 33-3).
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y
|
6
4
<X
-2 -1 1 2
-2
Figura 33-3
33.3 Resolvaosisema 2 . 4 =
B €solva o si1stema .
9y? + 16x* = 140 2)
A forma mais eficiente de resolver esse sistema ¢ por eliminagdo. Substitua a equagdo (2) por ela prépria mais o qua-
druplo da equacdo (1):

4y* — 16x* = 16 4 - Eq. (1)

9y? 4+ 16x* = 140 2)
13y? = 156 3)
Resolvendo a equagdo (3) resulta
y: =12
y = +2\V3

Substituindo esses valores de y na equagao (1) resulta:

y=2V3: @V3r-42=4 y=—2V3: (=2V3r -4 =4

xX2=2 xX2x=2
x=\/§ 0ux=—\/§ x=\6 0ux=—\f2
Portanto, as solugdes sdo (\/Z 2\/5), (\f, *2\/5), (— \/5 2\/5), (— \F *2\/5),
X+ xy— 3y = (1)

33.4 Resolva o sistema X2+ dxy + 32 =0 (2)

A forma mais eficiente de resolver esse sistema € por substitui¢do. Isole x em termos de y na equacio (2):
x+tyx+3y=0
x+y=0 ou x+3y=0
x= -y x= =3y
Agora substitua essas expressdes para x na equacio (1).
Sex=—y:(=y’+(=y)y—3”=3
—3y?=3

y=1i ou y=—i
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Comox = —y,quandoy =i,x = —iequandoy = —i,x = i.
Sex = —=3y: (=3y)* + (=3y)y — 3y* =
3y =3
y=1 ou y=-1
Comox = —3y,quandoy = 1,x = —3equandoy = —1,x = 3.
Portanto, as solugdes sdo (i,—i), (—i,i), (—3,1), (3,—1).
4+ xy—y=—1 (1)
1 @)

Isso pode ser resolvido por uma combinagdo de técnicas de eliminacdo e substitui¢do. Substitua a equagao (2) por ela
propria mais —1 vezes a equagdo (1):

33.5 Resolva o sistema

X2+ 2xy — y?

- —xyty*=1 (—1)-Eq. (1)
X+ 2xy —y =1 2)
xy =2 3

Isolando y na equacdo (3) em termos de x resultay = % Substitua a expressao % na equacdo (1) no lugar de y para obter:

eodfl)- B -

x2+2—%:—1
X

x2+3—i2:0
x

X*+3x2—-4=0 x#0)
(x — D(x + D(x — 20)(x + 2i) = 0

x=1 ou x=—1 ou x=2i ou x= -2

Como y = %, quando x = 1,y = % =2equandox= —1,y = —Ll = —2. Também, quando x = 2i,y = % = —ie
quando x = —2i,y = —LZz = 1. Portanto, as solugdes sdo (1,2), (—1,—2), (2i,—i) e (—2i,i).

33.6 Um engenheiro deseja projetar uma tela retangular de televisdo que tenha uma drea de 220 polegadas qua-
dradas e uma diagonal de 21 polegadas. Quais dimensdes deveriam ser usadas?

Faga x = largura e y = comprimento da tela. Esboce uma figura (ver Fig. 33-4).

21

X
Figura 33-4
Como a drea do retangulo deve ser 220 polegadas quadradas,

=220 (1)
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Como a diagonal deve ser 21 polegadas, do teorema de Pitdgoras,
Xy =217 ()
O sistema (1) e (2) pode ser resolvido por substitui¢do. Isolar y da equag@o (1) em termos de x resulta

220
y="x

Substitua a expressiao % no lugar de y na equacdo (2) para obter:
2202
xz + <T) = 441

x2+‘%):441

Xt + 48400 = 441x? (x # 0)
x* — 441x* + 48400 = 0

A tltima equacdo € quadratica em relagdo a x2, mas ndo fatordvel. Use a férmula quadrética para obter:

L, —(=441) = V(=441 — 4(1)(48.400)
= 2(1)

441 = /881
- 2

|441 = /881
TN 2

No dltimo passo, somente a raiz quadrada positiva tem interpretacdo fisica. Nesse caso, as duas solu¢des possiveis sdo

o JHLEVESL ony o M VR

Como y = 220/x, se x = 15,34, y = 14,34 e reciprocamente. Logo, a tnica solu¢@o para as dimensdes da tela € 14,34
X 15,34 polegadas.

Problemas Complementares

2y = x?

=2
33.7 Resolva os sistemas (a) 4 55 (D) ey
y = x

X2 —=yr=2

Resp. (a) (0,0, (2.2); (b) 2,\V/2), 2, —\V/2), (L), (—1,—i)

X2+ 3> =16 ) xXX+y2=38
y2:4—x’(b) y—x=4

Resp. (a) (4,0), (=3,\V7), (=3,— V1), (b) (—2,2)

33.8 Resolva os sistemas (a)

X2+ 4y? = 24

. xX2—=8y? =1
33.9 Resolva os sistemas (a) . b)

2 —4y=0" X2+ 4?2 =25
Resp. (@) (\V/8,2), (—V/8,2), 2i /3, =3), (=2i \/3, —3);
b (V17, V2), V17, =V2), (= V17, V2), (- V17, = \V2)



@EP»———  Pre-CiLcuo

33.10 Resolva e ilust lugdes graficamente: @~ * LY =% 2
. esolva e ilustre as solucdes graficamente: (a v=w+2 @ o0 g e
Resp. (a) Solugdes: (—1,0), (3,8); Fig. 33-5 (b) Solugdes: (—2,2), (1,—1); Fig. 33-6
Yy
y
10 6
3,8

8 (38) 4

6 (_2)2)

4 \ / X
- -2 x 2
(-1,0) R )
X -4

AN 1 1 2 3

Figura 33-5 Figura 33-6

x + 3y +xy = 16,

2 2 _ + 2 —
33.11 Resolva os sistemas (a) (b) 2 =Sy 42y =0

xy—5=0" 32+ 2xy —y: =15
Resp. @)(2.2). (3.2):0) . 1). (=2, =), (V5.2V5), (- V5, -2 V5)

33.12 Um retangulo de perimetro 100 metros deve ser construido para ter uma drea de 100 metros quadrados. Quais sdo as
dimensdes exigidas?

Resp. 25 + /525 por 25 —\/525 ou, aproximadamente, 47,91 X 2,09 metros



Capitulo 34

Introducéo a Algebra Matricial

DEFINICAO DE MATRIZ

Uma matriz é um arranjo retangular de nimeros em linhas e colunas entre colchetes:

ay a4 4z ay
Gy Ay dyz3 Gy
a3 Ay Ay A4y

Os nimeros sdo chamados elementos da matriz. A matriz acima € dita ter trés linhas (primeira linha: a,,a,a,;a,,,
e assim por diante) e quatro colunas, e € chamada de matriz de ordem 3 X 4. Os elementos sdo representados por
dois indices; portanto, o elemento na linha 2, coluna 3 € o elemento a,,. Uma matriz pode ter qualquer nimero de
linhas e qualquer nimero de colunas; uma matriz geral € dita ter ordem m X n, ou seja, m linhas e n colunas.

NOTACAO DE MATRIZES

Matrizes sdo representadas por letras maitsculas, por exemplo, A, e por indice duplo em letras entre parénteses, por
exemplo, (a,). Se necessdrio, para deixar claro, a ordem da matriz € especificada por um indice, como: A

mXn*

MATRIZES ESPECIAIS

Uma matriz que consiste apenas de uma linha é chamada matriz /inha. Uma matriz que consiste apenas de uma
coluna € chamada matriz coluna. Uma matriz com nimero igual de linhas e colunas € chamada matriz quadrada.
Para uma matriz quadrada de ordem n X n, os elementos a,;, a,,...., a,, 330 chamados elementos da diagonal prin-
cipal. Uma matriz com todos os elementos iguais a zero € dita matriz nula. Uma matriz nula de ordem m X n é
denotada por 0 ou, se a ordem estd clara em um dado contexto, simplesmente 0.

m X n’

Exemplo 34.1 [5 —2 0 9] é uma matriz linha (ordem 1 X 4). { ﬂ € uma matriz coluna (ordem 2 X 1).

5 —4
0
Exemplos de matrizes quadradas sdo [4], {8 8} el 2 2 —4|- {0 O} ¢ também uma matriz nula de
0 9 -4

ordem 2 X 2.

IGUALDADE DE MATRIZES

Duas matrizes sdo iguais se, e somente se, t€m a mesma ordem e os elementos correspondentes sdo iguais; desse
modo, dadas A = (a;) e B = (b;), A = B se, e somente se, as matrizes tém a mesma ordem € a,; = b;para todo i e j.
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ADICAO DE MATRIZES

Dadas matrizes da mesma ordem m X n, A = (al./.) eB = (b,:,.), amatriz soma A + B € definidaporA + B = (aij +
bij), ou seja, A + B € uma matriz de ordem m X n com cada elemento sendo a soma dos elementos correspondentes

de A e B. A soma de duas matrizes de ordens diferentes ndo € definida.

INVERSA ADITIVA E SUBTRACAO

A inversa aditiva, ou negativa, de uma matrizm X n A = (al.j) éamatrizm X n —A = (—ay). A subtracdo de duas
matrizes de mesma ordem m X n, A = (a)e B = (bij), € definida por A — B = (alj - bl.j), ou seja, A — B é uma
matriz de ordem m X n com cada elemento sendo a diferenca dos elementos correspondentes de A e B.

PROPRIEDADES DA ADICAO DE MATRIZES

Dadas as matrizes m X n A, B, C e O, as seguintes propriedades podem ser mostradas:

b=

Propriedade comutativa: A + B=B + A
Propriedade associativa: A+ (B+ C)=(A + B) + C
Propriedade do elemento neutro: A + O = A
Propriedade da inversa aditiva: A + (—A) = O

O PRODUTO DE UMA MATRIZ POR UM ESCALAR

O produto de uma matriz por um escalar € definido como segue: dada uma matrizm X n A = (a;) e um escalar
(nimero real) ¢, entdo, cA = (cay), ou seja, cA € amatriz m X n formada pela multiplicacdo de cada elemento de A

por c. As seguintes propriedades podem ser mostradas (A e B sdo ambas de ordem m X n):

¢c(A+ B)=cA + cB (c+dA=cA+dA (cd)A = c(dA)
Problemas Resolvidos
4 3 0 0
34.1 Especifique a ordem das seguintes matrizes: A = LJ;B =5 —2C= L 5
6 4
A tem 2 linhas e 1 coluna; € uma matriz 2 X 1.
B tem 3 linhas e 2 colunas; € uma matriz 3 X 2.
C tem 2 linhas e 3 colunas; € uma matriz 2 X 3.
5 0 3 =2 -3 -2 -
34.2 Dadas as matrizes A = { } B = {_ } C = { 2},encontre

2 -3
(a)A+ B;(b) —C;(¢c)B+ C;(d)B — A.

waref o3 - L

4 8

2 -3 —4 8 24+ (=4 (=3)+8 -2
-3 -2 -3 3 2 3
(b)—C= _{ 4 0 2} - [—4 0 —2}

(¢) Como B é uma matriz 2 X 2 ¢ C é uma matriz 2 X 3, B + C nio € definida.

@B_A:{z» 72}_{5 0}:{375 (72)70}:{—2
-4 8 2 -3 (-4 —2 8-—(-3) -6

,2:|
11
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34.3 Verifique a propriedade comutativa para a adicdo de matrizes. Para quaisquer duas matrizes m X n, A e B,

A+B=B+A.
Sejam A = (al.j) eB= (bl.j). Como A e B t€ém ordem m X n, ambas A + B e B + A estdo definidas e tém ordem m X n.
Entao,

A+B=(a)+ by =(a;+byeB+A=(b)+ ()= (b;+ay

Como para todos i e j, a; + bl.je bij + aj sS40 numeros reais, a; + bl.j = blj + aj;. Logo,A + B=B + A.

34.4 Verifique a propriedade do elemento neutro para adicdo de matrizes. Para qualquer matrizA m X n, A +

0m Xn = A
Seja A = (a;); pela defini¢do 0, , , € uma matiz m X n com todos os elementos iguais a zero, ou seja, 0,, ., = (0). En-
tdo, A + 0, ,estd definida e tem ordem m X n; logo,

A+0,,,= () +0)=(a;+0)=(a)=A

-2 6 2 3 =2 -3 -2 =3
34.5 Dadas as matrizes A = { },B = {_ }, C = { 2},encontre

0 -3 4 4 8 4 0
(a) —2A;(b)0B; (c) 5B + 3A; (d) —3C + 4A.
(@) —24 = _2{72 6 2} _ {(72)(72) (—2)6 (72)2} _ {4 —-12 74}
0 -3 4 (=20 (=2)(=3) (—24 0 6 —38

[ 3 =21 [ o3 o-2] [o o
() 08 = 0[—4 8} a {0<—4) 0(8)} - {0 0}

(¢) Como 5B é uma matriz 2 X 2 e 3A é uma matriz 2 X 3, 5B + 3A ndo € definida.

{—3 -2 —3} {—2 6 2} { 9 6 9} [—8 24 8}
-3 + 4 = +

4 0 2 0o -3 4 -12 0 -6 0 —-12 16
7{ 1 30 17}

-12 =12 10

34.6 Verifique se ambas as matrizes A e B sdo m X n; entdo, para qualquer escalar ¢, c(A + B) = cA + ¢B.

(d) —3C + 44

Primeiro, observe que A + B, c(A + B), cA, cB e, portanto, cA + cB, estdo todas definidas e sdo de ordem
m X n.

Sejam A = (aij) eB= (aij); entao,
(A + B) = cl(ay) + (b)) = cl(a,+ b)) = (c(a, + b))
onde a multiplicagdo mais interna € o produto de dois nimeros reais, e
cA + B = c(ay + c(by) = (ca; + cby)
Mas, pela propriedade distributiva dos nimeros reais, c(a; + b;) para qualquer i e j. Logo

c(A+B)=cA+cB

Problemas Complementares

34 2 4 2 0 2 0
347 DadasA=|8 0 2| B=| 4 2|,C=|-3 -4 2| determine
11 -2 -4 -2 72 1

(@)A + B; (b)A + C; (c) B— B; (d) 2C.
3 6 -2 0 0 0 4 0
Resp. (a) Nao definida; (b)| 5 —4 4 ;)0 O0;(d| -6 -8 4
8 3 -3 0 0 14 4 =2
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34.8

34.9

34.10

34.11

34.12

34.13

34.14

Dadas A, B e C como no problema anterior, calcule (a) 3A + 2C; (b) % B;(c) —A —2C.

9 16 -6 1 172 -3 -8 2
Resp. (a)| 18 -8 10 ;(b)| 1 172 ;)| —2 8§ -6
17 7 -8 -1 =112 -15 =5 4

Verifique a propriedade associativa para a adicdo de matrizes. Para quaisquer trés matrizes m X n,A,Be C,A + (B +
CO)=(A+B)+C

Verifique a propriedade inversa aditiva para adi¢cdo de matrizes. Para qualquer matrizm X nA,A + (=A) = 0, .
Verifique se, para quaisquer dois escalares ¢ e d e qualquer matriz A, (¢ + d)A = cA + dA.

Verifique se, para quaisquer dois escalares c e d e qualquer matriz A, (cd)A = c(dA).

A transposta de uma matriz A m X n é uma matriz AT formada pela permutagdo de linhas e colunas de A, ou seja, uma
matriz n X m com o elemento na linha j e coluna i, sendo a;. Encontre as transpostas das matrizes

3 4 =2 4 2
@A=|8 0 2 [;(b)B = 4 2.
1 1 =2 -4 =2
3 8 1
4 4 —4
Resp. T — . T —
esp. (a) A 4 0 1|;(b)B {2 5 72}
-2 2 =2

Prove que: (@) ANT = A () (A + BT = AT+ BT (¢) (cA)T = cAT



Multiplicacao e Inversa de Matrizes

DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

O produto interno de uma linha da matriz A por uma coluna da matriz B € definido se, e somente se, o nimero de
colunas da matriz A € igual ao nimero de linhas da matriz B; o produto interno € o seguinte niimero real: multipli-
que cada elemento da linha de A pelo elemento correspondente da coluna de B e some os resultados. Desse modo:

b

........... 1j

b = b,.
a. b a,d,...da, . 2 =aub, +ab,+ - +ah
j 22 ip”pj

P

5 9 2
Exemplo 35.1 Encontre o produto interno da linha 1 de E _ﬂ pela coluna 2 de { 0 7 8}'

[3 4] B} =309) + 4(7) =55

MULTIPLICACAO DE MATRIZES

O produto de duas matrizes é definido se, e somente se, 0 nimero de colunas da matriz A for igual ao niimero de
linhas da matriz B; o produto AB € definido da seguinte maneira: assumindo que A seja uma matriz m X p e B, uma
matriz p X n, entdo, C = AB é uma matriz m X n com o elemento na linha i e coluna j sendo o produto interno da
linha i da matriz A pela coluna j da matriz B.

. |3 4 15 9 2
Exemplo 35.2 Sejam A = {6 _JeB— [0 7 8}' Encontre AB.

Primeiro, observe que A € uma matriz 2 X 2 e B € uma matriz 2 X 3; logo, AB € definido e € uma matriz 2 X 3. O
elemento na linha 1, coluna 1 de AB € o produto interno da linha 1 de A com a coluna 1 de B, portanto:

[3 4] m = 3(5) + 4(0) = 15

Continuando esse processo, temos

(35 +40) 309  +4T 3 +4(8)}_{15 55 38}
T L6(5) + (=2)(0)  6(9) + (=2)(7) 6(2) + (—=2)8)] |30 40 —4
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PROPRIEDADES DA MULTIPLICAGCAO MATRICIAL

Em geral, a multiplicacdo de matrizes ndo € comutativa, isto €, ndo existe garantia de que AB seja igual a BA. No
caso em que os dois resultados sejam iguais, as matrizes A e B sdo ditas que comutam. As seguintes propriedades
podem ser provadas para as matrizes A, B e C quando todos os produtos estdo definidos:

1. Lei associativa: A(BC) = (AB)C

2. Lei distributiva a esquerda: A(B + C) = AB + AC

3. Lei distributiva a direita: (B + C)A = BA + CA

MATRIZ IDENTIDADE

Uma matriz quadrada n X n com todos os elementos da diagonal principal iguais a 1 e todos os outros elementos
iguais a 0 € chamada de matriz identidade e € denotada por / ou, se a ordem em um dado contexto esta clara, /. Para
qualquer matriz quadrada A n X n,

1

1
Exemplo 35.3 I, = {O ﬂ IL=10
0

INVERSAS DE MATRIZES

Se A é uma matriz quadrada, pode existir uma outra matriz quadrada de mesma ordem, B, tal que AB = BA = I. Se
esse for o caso, B é chamada inversa (multiplicativa) de A; a notacio A~! € usada para B, portanto,

AAT'=A"TA =]

Nao sdo todas as matrizes quadradas que admitem inversa; uma matriz que tem inversa € chamada ndo singular;
uma matriz que nio possui inversa € chamada singular. Se uma inversa pode ser encontrada para uma matriz, essa
inversa € Unica; qualquer outra inversa € igual a essa.

_ 1 2
Exemplo 35.4 Mostre que B = { i ﬂ é uma inversade A = L 5}.

Multiplique as matrizes para encontrar AB e BA:

AR — [1 2“—5 2} _ [1(—5) +23) 102 + 2(—1)} _ {1 o}
3 5] 3 -1 3(=5) +53) 32) + 5(-1) 0

Il
~

BA = {—5 2“1 2} _ {(—5)1 +23) (-5 + 2(5)] _ [1 0} _y
3 -1J13 5 3() 4+ (=3 32) + (=15 0

ComoAB=BA=IB=A""

CALCULANDO A INVERSA DE UMA MATRIZ DADA

Para encontrar a inversa de uma matriz quadrada A ndo singular, realize as seguintes operacgdes:

1. Junte a A a matriz identidade de mesma ordem para formar uma matriz esquematicamente dada por: [Al]].

2. Realize operacdes nas linhas dessa matriz utilizando a elimina¢do de Gauss-Jordan até que a parte do lado
esquerdo da barra vertical tenha sido reduzida a 1. Se isso ndo for possivel, uma linha de zeros aparecerd e a
matriz original A €, de fato, singular.

3. A matriz inteira agora aparecerd como [/IA~'] e a matriz A~ pode ser lida a direita da barra vertical.
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L 0
Exemplo 35.5 Encontre a inversa da matriz A = [1 J.

1 0

Primeiro, forme a matriz [ o
1 0 1

]. Uma operacio: R, + (—1)R,— R,, transforma a parte a esquerda da bar-
0] 1
0 1|—-1 1

wean =[S =l =[S0 Y-8 0

Problemas Resolvidos

1 0
raem/,e resulta[ ] Entdo, A ! = {_1 1 } aparece do lado direito da barra. Verificando, observe

5
35.1 DadasA =[38]eB = [ , encontre o produto interno de cada linha de A com cada coluna de B.

Existe somente uma linha de A e somente uma coluna de B. O produto interno pedido é dado por3 -5 + 8 -2 = 31.

: 9
2 1 4
35.2 Dadas A = {_3 1 6 eB = 5 |, encontre o produto interno de cada linha de A com cada coluna
- -2

de B.
Existe somente uma coluna de B.

O produto interno da linha 1 de A com essa coluna é dadopor2-9 + 1 -5 + 4(—2) = 15. O produto interno da linha 2
de A pela coluna € dado por (—3)9 + (—1)5 + 6(—2) = —44.

35.3 Encontre a ordem de AB e BA, dadas as seguintes ordens de A e B:

(@)A:2 X 3,B:3X2 (b)A:2 X3,B:3X3 (c)A:2X 4,B:4 X3
(d)A:3X2,B:3X2 (e)A:3X3,B:3X3 (A1 X3,B:2X2

(a) Uma matriz 2 X 3 multiplicada por uma matriz 3 X 2 resulta em uma matriz 2 X 2 para AB. Uma matriz 3 X 2
multiplicada por uma matriz 2 X 3 resulta em uma matriz 3 X 3 para BA.

(b) Uma matriz 2 X 3 multiplicada por uma matriz 3 X 3 resulta em uma matriz 2 X 3 para AB. Uma matriz 3 X 3
somente pode ser multiplicada por uma matriz com 3 linhas; portanto, BA ndo ¢ definida.

(¢) Uma matriz 2 X 4 multiplicada por uma matriz 4 X 3 resulta em uma matriz 2 X 3 para AB. Uma matriz 4 X 3
pode ser somente multiplicada por uma matriz com 3 linhas; portanto, BA néo € definida.

(d) Uma matriz 3 X 2 pode ser somente multiplicada por uma matriz com 2 linhas; portanto, nem AB, nem BA sdo
definidas.

(e) Uma matriz 3 X 3 multiplicada por uma matriz 3 X 3 resulta em uma matriz 3 X 3 para ambas AB ¢ BA.
() Uma matriz 1 X 3 pode ser somente multiplicada por uma com 3 linhas; portanto, AB nio € definida. Uma
matriz 2 X 2 pode ser somente multiplicada por uma matriz com 2 linhas; portanto, BA € ndo definida.

9
2 1 4
35.4 Dadas A = {_3 4 6]63 = 5 |, encontre AB e BA.
-2

Como A é uma matriz 2 X 3 e B é uma matriz 3 X 1, AB € definida e € uma matriz 2 X 1. O elemento na linha 1 e coluna
1 de AB € o produto interno da linha 1 de A pela coluna 1 de B. Isso foi encontrado no Problema 35.2 ¢ € 15. O elemento
na linha 2 e coluna 1 de AB € o produto interno da linha 2 pela coluna 1 de B. Isso foi obtido no Problema 35.2 e ¢ —44.

Portanto,
15
AB = [ ]
—44

Como B é uma matriz 3 X 1, pode somente ser multiplicada por uma matriz com 1 linha, portanto BA ndo € definida.
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35.5

35.6

35.7

35.8

35.9

2 1 6
Dadas A = E 1}eB = [ ],encontreABeBA.

-8 4
Como A é uma matriz2 X 2 e B é uma matriz 2 X 2, AB € definida e € uma matriz 2 X 2. Encontre o produto interno de
cada linha de A com cada coluna de B e forme AB:
AR — {5(1) +2(—8)  5(6) + 2(4)} - {—11 38}
3(1) + 1(=8)  3(6) + 1(4) -5 22

Como B ¢ uma matriz 2 X 2 ¢ A é uma matriz 2 X 2, BA € definida e é¢ uma matriz 2 X 2. Encontre o produto interno de
cada linha de B com cada coluna de A e forme BA:
BA = 1(5) + 6(3) 12y +6(1)] [ 23 8
(—8)5 + 4(3) (—8)2 + 4(1) —28 —12

Observe que AB # AB.

Explique por que ndo existe a lei comutativa para multiplicacdo de matrizes.

Dadas duas matrizes A e B, existem diversas situa¢des nas quais AB pode ndo ser igual a BA. Primeiro, tanto AB quanto
BA podem nao ser definidas (por exemplo, se A ¢ uma matriz2 X 1 e B é uma matriz 2 X 2, AB ndo ¢ definida, enquanto
BA ¢€). Segundo, ambas podem ser definidas, mas ser de ordens diferentes (por exemplo, se A € uma matriz2 X 3e B¢
uma matriz 3 X 2, AB € uma matriz 2 X 2 e BA é uma matriz 3 X 3). Finalmente, AB e BA podem ser definidas e ser da
mesma ordem, como no problema anterior, mas porque AB envolve o produto interno das linhas de A com as colunas de
B, enquanto BA envolve o produto interno das linhas de B com as colunas de A, AB # BA.

2 1 0
4 4 —1
Dadas A = 3 -2 5|eB= {_3 0 2},encontreABeBA.
-2 5 0

Como A € uma matriz 3 X 3 e B é uma matriz 2 X 3, AB ndo € definida.

Como B ¢ uma matriz 2 X 3 e A é uma matriz 3 X 3, BA € definida e tem ordem 2 X 3. Calcule o produto interno de
cada linha de B com cada coluna de A e forme BA:

42) +43) + (—1)(—=2) 41) +4(—=2) + (=15 40) + 405 + (—1)0} _ { 22 -9 20}

Ba = {(—3)(2) +03) +2(—2) (=3)(1) +0(—=2) +2(5) (—3)0 + 0(5) + 2(0) -10 7 O

3 1 8 3 -5 -1
Dadas A = {0 _3},3 = [3 8} eC = { 4 2},veriﬁquealei associativa para multiplicacdo (AB)C =
A(BC).

Primeiro determine AB e BC:

{3 IHS 3} {27 17} {8 3“—5 —1} [—28 —2}
AB = = e BC= =

0-3/[3 8 -9 —24 3 8]l 4 2 17 13
Logo,

[27 17“—5 —1} [—67 7} [3 1“—28 —2} [—67 7}
(AB)C = = e A(BC) = = .
-9 —24|| 4 2 —51 —39 0 -3 17 13 —51 —39

Portanto, (AB)C = A(BC).

3 1 8 3 -5 —1
Dadas A = {0 _3}, B = {3 8} eC = [ 4 2}, verifique a lei distributiva a esquerda para multipli-

cagdo de matrizes A(B + C) = AB + AC.



CapiTuLO 35 © MULTIPLICAGAO E INVERSA DE MATRIZES 4@

Primeiro calcule B + C e AC (AB foi encontrada no problema anterior).
{8 3} {—5 —1} {3 2} {3 IH—S —l} {—11 —1}
B+ C= + = e AC= =
3 8 4 2 7 10 0-3 4 2 —-12 =6
Logo,

AGB + C) = {3 1“3 2} B [ 16 16} e AB 4 AC — [27 17} N {711 71} B [ 16 16}
0 -3/[7 10 —21-30 -9 —24 —-12 -6 —-21 =30/

Portanto, A(B + C) = AB + AC.

35.10 Verifique que I;A = A para qualquer matrizA 3 X 3.

ay 4 dg
SejaA = | 91 Yy Y3 | Entdo,
a3 4y 4y
1 0 olfa, a, a; [la,, + Oa,, + Oa,, la,, + Oa,, + Oa;, la,; + Oa,, + Oay,
LA=|0 1 0|l % 49, d3|= Oa,, + lay + Oay,  Oa, + lay, + 0a;,  Oayy + la,; + Oay,
0 0 11a a ay Oa,, + Oa,, + lay; Oa,, + Oa,, + lay, Oa;; + O0ay, + lay,
[ay, ay, ag;
= |4y dyp Ay
| %51 Y3 Ay

Portanto, ;A = A.

35.11 Mostre que [, X = X para qualquer matriz X n X 1.

Como I,A = A para qualquer matriz A n X n, multiplicar por I deve deixar cada coluna de A inalterada. Como cada
coluna de A pode ser vista como uma matriz n X 1, multiplicar por /, deve deixar qualquer matriz n X 1 inalterada.
Desse modo, . X = X.

35.12 Mostre que, se A = [a,,] é uma matriz 1 X 1 com a,, # 0, entdo, A—1 = [1/a,,].
Como [a, 1[1/a,,1=[a,(1/a,) 1 =[1]1=Le[l/a,]lla, ] =[(1/a,)a,, 1= [1]1=1,segue que [1/a, ] = [a,] "

35.13 ObtenhaaA 'dada A = [411 lﬂ

Forme a matriz

[All]:{l 3’1 0}
4 1110 1

Aplique operagdes sobre as linhas da matriz até que a parte a esquerda da barra vertical tenha sido reduzida a 1.

L3t 0] e e (V30 e e e [P0 3
4 1110 1 e o —1]-4 1 2o o -1 -4 1
—R2—>R2F 017131 — a1

0 1| 4-1

Portanto, A~! = {7“ 3}
4 —1

2
35.14 Mostre que a matriz A = {4 } ndo tem inversa multiplicativa.

10

Forme a matriz
i = {2 5|1 0}
4 10|10 1
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35.15

35.16

35.17

Aplicando operagdes sobre as linhas dessa matriz para reduzir a parte a esquerda da barra vertical em / resulta
{2 5‘1 0]_2R1+R2_>R2[2 5‘ 10
4 1010 1 0 0]-2 1

Nio existe uma maneira para produzir 1 na linha 2 e coluna 2 sem trocar o 0 na linha 2 e coluna 1 por outro nimero.
Nesse caso, a parte a esquerda da barra vertical ndo pode ser reduzida a / e ndo existe inversa da matriz A.

Mostre que se uma inversa B existe para uma da matriz A, essa inversa € Unica, isto &, qualquer outra inversa
Céigual a B.

Assuma que ambas, B e C, sio inversas de A, entdo, BA = [ e CA = I;logo, BA = CA. Multiplique ambos os lados dessa
igualdade por B, entdo,

(BA)B = (CA)B
Pela lei associativa da multiplicagdo de matrizes,
B(AB) = C(AB)
Mas, como B € uma inversa de A, AB = I; logo, BI = CI, portanto, B = C.

5 3 4
Encontre A~!dadad = |2 2 3|
2 0 0
Forme a matriz
5 3 411 0 O
[AlI]=1]12 2 3({0 1 O
2 0 010 0 1

Aplique as operagdes sobre as linhas da matriz até que a parte do lado esquerdo da barra vertical fique reduzida a 1.

5 3 4(1 0 O 2 0 010 0 1 1 0 0|0 0 12
223010R1<—>R3223010%R1—>R1223010
2 0 00 0O 1 5 3 411 0 O 5 3 411 0 0
0O 00 O 12 1 0 010 0o 12
R, + (—2)R, >R, |
R+ (—5)R — R 2 310 1 -1 §R2—>R2 0 1 32|10 12 —1.2
3 ! 3 3 411 0 =52 0 3 411 0 =52
1 0 00 0 12 1 0 0]0 0 12
Ry+ (=3)R,— R0 1 320 122—-12|R,+3R,—R,|0 1 0|3 —4-712
0 0-12|1 =32 -1 0 0-12]1-32 -1
1 0 0] 0 O 12
(=2R,—>R,|0 1 0| 3—4-72|=[NA""
0o 0 1]-2 3 2
0 0 112
Portanto, A™! = | 3 —4 =7/2
-2 3 2
Mostre que qualquer sistema de m equagdes lineares com n varidveis:
apx; tapx, + o0 Fax, = b
ay X, + a,x, + -+ +a,x =b,
aml'xl + amZ'xZ o + amnxn = bm



35.18

35.19
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pode ser escrito como AX = B, onde A € chamada de matriz dos coeficientes do sistema, e A, X e B sdo dadas, respec-
tivamente, por:

b
ay ayy a3 a4y, X 1
a a a a X. b2
21 22 23 2n 2
A= . X = B =
b
A L) A3 Qn Xy m

Sendo A a matrizm X ne X amatrizn X 1, o produto AX é a matrizm X 1:

apx, tapy, + o0 toax,
Ay X T Ay, o0 Fayx,
a x, ta.x,+ - +a x
m m. mn n

Desse modo, pela defini¢do de igualdade de matrizes a equacdo matricial AX = B vale se, e somente se, cada entrada de
AX € igual ao elemento correspondente da matriz B m X 1, isto &, se, e somente se, o sistema de equagdes € satisfeito.
Ou seja, a equagao matricial € simplesmente o sistema de equagdes com notagdo matricial.

Mostre que se A € uma matriz quadrada ndo singular, entdo, a matriz X que satisfaz a equagdo matricial AX
= B é dada por X = A”'B, onde

X b,
X b,
X = e B=| ..
xn bn

Seja AX = B. Entdio, uma vez que A é nio-singular, A~ ! existe; multiplicando ambos os lados dessa equaco por A~
resulta:

AT'TAX=A"'B
IX=A"'B
X=A"'B

Use o resultado do problema anterior para resolver o sistema de equacdes
x, +x,+x, =0,
x, + 2x, + 3x, = b,
x, +x, + 2x, = by
dados (@) b, =3,b,=4,b, = 5;(b) b,= —7,b,=9, b, = —6.

O sistema de equacdes dado pode ser escrito como AX = B, com

11 x, b,
A=|1 2 3| Xx=|%| B=|bh
) X b,

Para aplicar o resultado do problema anterior, primeiro calcule A~ !. Comece formando a matriz



320 S

PRE-CALCULO

1
1
1

[AIT] =

— N =
N W=
S O =
S = O
- o O

Aplique operagdes sobre as linhas da matriz até a parte a esquerda da barra vertical ter sido reduzida

1 1
1 2
1 1
1
0
0

Portanto, A~! =
X,

(@ | x| =
L% ] -
_x1_

DO | x| =
3]

111 0 11 1 1 0 0
R, + (—DR, = R, R, + (—DR, = R,
SO B NS S L IR ) NIy
210 0 3 ! 100 1|-1 0 1/°2 3 2
1 0| 2 0-1 1 0 O] 1 -1 1
1 0 1 1 -=2|R +(—DR,—>R|0 1 0| 1 1-2
0 1|-1 0 1 0 0 1|-1 0 1
1 -1 1
1 1 —2 |.Agora, as solugdes dos sistemas dados sdo obtidas por X = A~'B. Portanto,
-1 0 1
1-1 1[5 1-1 1][3 4
1 1 -21|b|= 1 1 =21||4]|=]|-3|istoé,x; =4 x,= —=3,x=2.
1 0 1][b -1 0 1]|5 2
I -1 1||b 1 -1 1 =7 —22
1 1 =2||b|= 1 1 =2 9| = 14 |istoé, x, = —22,x,= 14, x;= 1.
-1 0 1]|b -1 0 1][-6 1

Observe que, em geral, esse método para resolver sistemas de equagdes lineares ndo ¢ mais eficiente que os métodos
de eliminacdo, jd que o cdlculo da matriz inversa requer todos os passos de uma eliminacdo de Gauss-Jordan. Porém,
o método € til se, como nesse problema, varios sistemas com a mesma matriz de coeficientes, mas com lados direitos

diferentes, estdo para ser resolvidos.

Problemas Complementares

1
35.20 Dadas A = L} eB=[2 4], encontre AB e BA.

2
Resp. AB = , BA =[14
“p {6 12} 4]
35.21 Dadas A = { 2 3} eB = {1 —2 3},encontreABeBA.
- 5 4 0
Resp. AB = {14 —4 24}, BA ndo é definida
16 8
35.22 Se A é uma matriz quadrada, A” é definida como AA. Calcule A% se A ¢ dada por:
. 2 0 1
IR CI IR
-3 -1 0
1 —1 2
Resp. (a) { 2 _2};(1)) -1 7 17
—2 2 -7 -3 -5
35.23 Dadas A = {3 1},3 - {8 3}eC -
0 -3 3 8

(B+ O)A = BA + CA.

{_5 _ﬂ verifique a lei distributiva a direita para a multiplicacio de matrizes
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35.24 Uma matriz ortonormal € definida como uma matriz quadrada A com a transposta igual a sua inversa: AT = A~1, (Ver
Problema 34.13.) Mostre que
2 —1V2

w2 V2

¢ uma matriz ortonormal.
35.25 Para matrizes quadradas 1, A, B de ordem n X n, verifique que (a) I''=r (b) (Afl)f1 =A;(c) (AB)f1 =B 1AL

35.26 Encontre inversas para:

30 3 .45 303 1 1 0 1 0
@ {0 1/2}(17){ ; 5}(0) 1 0 1] 2-1 1]@] 0 1 01
-3 =2 44 6 I o1 o
0-1 0 1
3 5 4
13 0 T2 5 - 1
Resp. (a) ;b)) 5 ;(c) ndoexiste inversa; (d) —| 2 —4 —1|;
0o 29| 3 ; L
—4 -3 -9
1 0 —1 0
1lo 1 0 -1
(6)5 1 0 1 0
0O 1 0 1

35.27 Use o resultado do Problema 35.26d para resolver o sistema

3x+3y+z=b,
2x—y+z=b,
—2x—y—2z=0b,
Para(a) b,= —4,b,=0,b;=3;(b) b,=11,b,=22,b,= —11;(c) by=2b,= —1,b;=5.

Resp. (@) x=0,y=—-1,z=-1;(b) x=9,y==5,2= ~1(0) x=%’y:%,z= *%



Capitulo 36

Determinantes e Regra de Cramer

NOTACAO PARA O DETERMINANTE DE UMA MATRIZ

Associado a toda matriz quadrada A existe um nimero chamado determinante da matriz, denotado por det A ou IAl.
Para uma matriz A = [a,,]1 X 1, o determinante € escrito IAl e seu valor € definido como IA| = a,, (Nota: as barras
verticais ndo denotam valor absoluto).

O DETERMINANTE DE UMA MATRIZ 2 x 2

. ay  dp - . , . 1 12
SejaA = . Entdo, o determinante de A € escrito: |Al = ;
Gy Ay 21 2
all aIZ
seu valor € definido como = a,,a,, — a,a,,.
21 Ay

O determinante de uma matriz n X n é chamado de um determinante n X n.

3 7

=3.6-4-7=-10.
4 6‘

Exemplo 36.1 ‘

DETERMINANTES REDUZIDOS E COFATORES

Para qualquer matriz n X n (a;) com n > 1, definimos o seguinte:

1. O determinante reduzido M; do elemento a,.jé o determinante da matriz (n — 1) X (n —1) obtida excluindo a
linha i e coluna j de (a,j).

2. O cofator A,.j do elemento aijé A,.j =(—1) +fMl.j. Um cofator € algumas vezes chamado de determinante reduzi-
do com sinal.

g8 2
Exemplo 36.2 Encontre M,,e A, para a matriz [3 _5}.

Exclua a linha 1 e a coluna 2 para obter 3 E :

Entdo, M, =3eA,=(—1)'"2M,= (=1)’3) = =3

o 4 4
Exemplo 36.3 Encontre M,,e A,,paraamatriz| a,, a,, a, |.
a3 Ay dg
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Delete a linha 2 e a coluna 3 para obter:

a4y
M, = = a,,d,, — a,,a
23 ay, as, 1% 31%12
Ay = (PP My = (=Day,a5, — aya,,) = aya,, — a;as;
O DETERMINANTE DE UMA MATRIZ 3 x 3
O determinante de uma matriz 3 X 3 ¢ definido como segue:
ay 4 dp
Al = |91 92 95| =a; A T apA, toapAg,
a a a

31 32 33

Isto &, o valor do determinante € encontrado multiplicando cada elemento na linha 1 pelo seu cofator e, entdo adi-
ciona-se esses resultados. Essa definicdo € frequentemente chamada de expansdo pela primeira linha.

3 1 =2
Exemplo 36.4 Determineovalor|2 4 1
3 6 5
3 1 =2
4 2 2 4
2 4 = 3(=D'! + (=D + (=2)(= D)3
3 6 5 6 3 5 3 6

34-5-6-1)—12-5-3-1) =226 — 3-4)
=3-14-1-7-20
=35

DETERMINANTE DE UMA MATRIZ n X n
O determinante de uma matriz n X n € definido como

Al =a, A, +a,A,+ - +a,A

In

Novamente, o valor do determinante € encontrado pela multiplicacio de cada elemento da linha 1 pelo seu cofator
e, entdo, adiciona-se esses resultados.*

PROPRIEDADES DE DETERMINANTES

As seguintes afirmacdes podem ser provadas, em geral, para qualquer determinante n X n.

1. O valor do determinante pode ser encontrado pela multiplicagdo de cada elemento em qualquer linha ou coluna
pelo seu cofator e, entdo, adiciona-se esses resultados. (Isso é chamado de expansao por uma linha particular
ou coluna.)

* N. de T.: O leitor disposto a uma melhor compreensdo do significado intuitivo de determinantes deve perceber, apds uma
certa reflexdo sobre o assunto, que determinantes sio unidades de informagdo. Determinantes informam se uma dada matriz
admite inversa ou ndo. Isso porque uma matriz admite inversa se, e somente se, seu determinante for nao nulo.
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2. O valor de um determinante € invariante se a matriz € substituida pela sua transposta, isto &, se cada linha for
reescrita como uma coluna. (Isso € chamado de permuta de linhas e colunas.)

3. Se cada elemento em qualquer linha ou coluna é multiplicado por ¢, o valor do determinante fica multiplicado
por c.

4. Se € realizada uma operagéo de linha R,<> R , isto €, se quaisquer duas linhas permutam (ou se quaisquer duas
colunas permutam) o valor do determinante fica multiplicado por —1.

5. Se duas linhas de uma matriz s@o iguais (isto é, cada elemento de uma linha i € igual ao elemento correspon-
dente da linha j) o valor do determinante € 0.

6. Se qualquer linha ou coluna de um determinante consiste inteiramente de zeros, o valor do determinante € 0.

7. Se for realizada em uma matriz uma operagao de linha R; + kR ;— R, isto €, os elementos de qualquer linha
sao substituidos pela soma deles com um multiplo constante de uma outra linha, o valor do determinante nao
muda. Se, em uma coluna, for realizada uma operagéo anéloga C; + kC ;— C,, o valor do determinante também
nao muda.

REGRA DE CRAMER PARA RESOLVER SISTEMAS DE EQUACOES
1. Seja

a,x +a,y = b,

ayx + a,y = b,

um sistema de equagdes 2 X 2. Defina os determinantes

D

D € o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, e é conhecido como o determinante do sistema. D,
e D, sdo os determinantes encontrados substituindo, respectivamente, a primeira e segunda colunas de D pelas
constantes bj. A regra de Cramer especifica que se, e somente se, D # 0, entdo o sistema tem exatamente uma
solucdo, dada por

D, D,
b '"p
2. Seja
a,x, +ax, +a;x; = b,

Ay X, T ayx, + ayx, = b

ay X, T apx, + ax, = b

um sistema de equacdes 3 X 3. Defina os determinantes

ay a4y dp b, a, a, a, b aj a, a, b
D= |4y 4y 4yl D =|b, a, ay| D,= |4 by, ay D, = |4y Ay b,
a3 Ay dgy by a;, ay ay by ag ay  ay by

Novamente, D € o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, e € chamado de determinante do siste-
ma. D, D,e D,sdo os determinantes encontrados substituindo, respectivamente, a primeira, segunda e terceira
colunas de D pelas constantes b,. A regra de Cramer especifica que se, e somente se, D # 0, entdo o sistema
tem exatamente uma solucgao, dada por
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3. A regra de Cramer pode ser estendida para sistemas arbitrarios de n equagdes com n incégnitas. Porém, de-
terminar valores de determinantes grandes consome muito tempo; logo, a regra ndo € um método pratico para
resolver grandes sistemas (eliminagdo Gaussiana ou de Gauss-Jordan € geralmente mais eficiente); contudo, é
de importancia tedrica.

Problemas Resolvidos

36.1 Calcule os determinantes: (a) o 4 ;(b) ‘ 8 4 ;(c) 3 8’
3 8 16 8 9 4
@|° 4‘=9~8—3~4=60;(b)‘8 H g8 164 =00 8’=3~4—9~8=—60
3 8 16 8 9 4
5 2 -2 5 2 -2
36.2 Calcule os determinantes: (a)| 3 4 O0[;(b)|3 4 O
-4 2 6 8 6 —2

Use a defini¢do de um determinante 3 X 3 (expansdo pela linha 1):

(a) O valor do determinante € encontrado multiplicando cada elemento da linha 1 pelo seu cofator e, entdo, adiciona-
se os resultados:

5 2 -2
_i 421 (6) — 5(7])l+l ; + 2(71)l+2 _ + (72)(,])l+3 _i ;‘
=54-6—-2-0)—2[3:-6—(—4)-0] —2[3-2—(—4) 4]
=120 — 36 — 44
=40
(b) Proceda como em (a):
5 2 =2
54 ol =sen O EPTEIE L) PR 2‘

=5[4-(-2)—6-0] —2[3:(-2) —8-0] —2(3:6 — 8-4) = —40 + 12+ 28 =0

36.3 Prove a seguinte férmula para calcular o determinante genérico 3 X 3:

a4 dgg

Gy Gy 3| = q, Ay, — Ay0oslay — Ayololay F Aolonlny + A2l ey — 20,50
: 11922433 119303, 12921933 1282393, 1392143, 1392043,

a a a

31 32 33

Expanda o determinante pela primeira linha:

13
n 43| =a, (=D
a

Ay
a a

dy Ay ay

a (2%

a, da + a,(—1)'*? + a,(—D'?

23
a
a a 32 31 33 31 32

31 32 33

= ay (g5 = A3lyy) = ay(aya3, = aya5,) + ay(ayas, — aya,)

= 04,0055 T Ay Ayly T A0, 0y T a5,0005 t a130,,a5, — a,30,,0y,
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36.4

36.5

36.6

36.7

36.8

A propriedade 1 dos determinantes especifica que o valor de um determinante pode ser encontrado pela
expansao de qualquer linha ou coluna. Verifique isso para o determinante acima para o caso de expansdo da
primeira coluna.

Multiplique cada elemento da primeira coluna pelo seu cofator e adicione os resultados para obter:

A+ ayAy, +aydy, = a(—DiF| R T ol il Ul
apAy T ayAy, oaydy = a (=D ay (= 1) a, a a3 (= 1) a a

23
as 2 Ay

= ay (aytyy = A3lyy) = a5 (4,035 = agayy) + aq(a),0y; = ay0a,5)

= 04,0055 T Ay A5Gy T Ay A0ay T 0y a30,5 t a3,0,,0); T 43050,

= 04,0055 T Ay Ayylyy T A0y 0y T A50005 Tt A130,05 T a,30,,0,

onde a tltima igualdade segue da reorganizagdo da ordem de fatores e termos pelas leis comutativa e associativa para
multiplicacdo e adi¢do dos nimeros reais. A ultima expressdo € precisamente a quantidade obtida no Problema 36.3.

5 2-3
Encontre o valorde| 4 0 1
-2 0 3
Use a propriedade 1 dos determinantes para expandir pela segunda coluna. Entdo,
5 2 -3
4 0 1p=2=D2) + 0(A,) + 0(A,) = —2[4-3 — (=2)1] = —28
-2 0 3

onde os cofatores A, e A, ndo precisam ser calculados, uma vez que eles sdo multiplicados por 0.

A propriedade 2 dos determinantes especifica que o valor de um determinante ndo muda se a matriz for
substituida pela sua transposta, isto €, se cada linha € reescrita como uma coluna. Verifique isso para um
determinante 2 X 2 arbitrario.

Considere o determinante
Al o
= a,,a,, — a,a,, (por defini¢do)

a a

21 22

O determinante da matriz transposta €, entdo,

Mas, pela defini¢do do determinante 2 X 2, isso deve ser igual a a;,a,, — a,,a,,, 0 que € claramente 0 mesmo que a,,d,,
— a,,a,,. Portanto, o valor do determinante ndo se altera na troca de linhas por colunas.

A propriedade 3 dos determinantes estabelece que, se cada elemento de qualquer linha ou coluna for mul-
tiplicado por ¢, o valor do determinante € multiplicado por c. Verifique isso para a primeira linha de um
determinante 2 X 2.

Considere

ca ca

1 4
a

1 12
= cayay — cayay, = ca,a,, — a,a,) =cl,

21 22 21 22

A propriedade 4 dos determinantes diz que, se duas linhas quaisquer forem permutadas entre si (ou se quais-
quer duas colunas forem permutadas entre si, o valor do determinante € multiplicado por — 1. Verifique isso
para a permuta de duas linhas de um determinante 2 X 2.

Considere

T Ay T Aydy
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Agora permute as duas linha para obter

Gy Ay
4y Ay
Pela defini¢do de determinante 2 X 2, isso deve ser igual a a,,a,, — a,,a,, = —1(a;,a,, — a,,a,,). Portanto, permutando

as duas linhas o valor do determinante fica multiplicado por —1.

36.9 A propriedade 7 dos determinantes especifica que, se for realizada uma operagao de linha R, + kR ;— R,
em uma matriz, isto € se os elementos de qualquer linha sdo substituidos pela soma deles com um multiplo
constante de outra linha, o valor do determinante ndo muda. Verifique isso para a operagio R, + kR,— R,
realizada em um determinante 2 X 2.

Considere

a a.. | T GGy T Ay ay,

21 22

Agora realize a operagdo R, + kR,— R, para obter

a,, + kay a,, + ka,,

= (a), t kay)ay, — ay(a,, + kay,)

a a

21 2
Simplificando a dltima expressao, resulta
(ay, t kayay — ay(ay, + kayy) = ayyay, + kayay, = ayay, = kayayy = ay,ay, — ayay,,

ou seja, o valor do determinante original ndo mudou.

36.10 A propriedade 7 € utilizada para determinar valores de determinantes grandes produzindo linhas ou colunas
nas quais apare¢cam muitos zeros. Ilustre a aplicagdo da propriedade 7 para calcular:

I I A
(61)579;(17)2456
10 9 —1
3 7 8 2
5 6 7 5 6 7

R, + (DR, >R,

Resp. 5 7 9 o 1 2
esp- (@) R, + (2R, = R,
10 9 —1]| - 0 —-3-15
O dltimo determinante pode ser eficientemente calculado pela expansio da primeira coluna:
5 6 7
0 1 2|=5-Dn" _3_15 + 0(4,) + 0(4,) = 5[1(—=15) — (=3)2] = —45
0 -3 -15
(b)
1 2 3 4 1 2 3 4 3 0 2 3 0 2
0 3 0 2|R,+(=2)R,—-R, |0 3 0 2
» TR, 3 =1-D""0 -1 =2 |=|0—-1 =2
2 4 5 6|R, +(-3)R >R |0 0 -1 -2
1 —1-10 1 —1-10
3 7 8 2 0 1 —-1-10

Aplique a propriedade 7 no dltimo determinante para produzir um segundo zero na coluna 2:

3.0 2 3.0 2
0 -1 —2|R,+ (-DR, >R, |0 —1 =2
1 —1-10 1 0 -8

Esse determinante pode ser eficientemente calculado pela expansdo da segunda coluna:
30 2
0 —1 —2|=0(,) + (—)(—1)**2 ? B
1 0 -8

+ 0(A;) = (—D[3(—8) — 1-2] = 26
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36.11 Mostre que a equacio da reta que passa pelos pontos (x,, y,) e (x,, y,) pode ser expressa como:

x y 1
oy 1
, ¥ |

Expandindo o determinante pela primeira linha resulta
XA+ YA, + 1A =0,

onde os trés cofatores ndo contém as varidveis x e y; por essa razao, essa € a equagio de uma reta. Agora fagax = x, ey
= y,. Entdo, o valor do determinante € 0, pela propriedade 5 dos determinantes, ja que duas linhas sdo iguais. Por isso,
as coordenanadas (x,,y,) satisfazem a equacdo da reta, ou seja, o ponto pertence a reta. Analogamente, fazendo x = x,

ey = y, mostra-se que o ponto (x,,y,) pertence a reta. Logo, a equacdo dada € a equagio de uma reta que passa pelos
pontos dados.

36.12 Aplique a regra de Cramer para resolver sistema 2 X 2 nos sistemas de equacdes:

3x+4y =35 S5x — 7y =3
(a) N () _
4x + 3y = 16 3x + 8y =5
(a) O determinante do sistema ¢
D = 34 -7
4 3
Portanto, o sistema tem exatamente uma solugao, dada por
5 4 3 5
_ D _le 3] _ -4 O O CI - T
A R A Y
(b) O determinante do sistema €
5 =7
D= = 61
N
Logo, o sistema tem exatamente uma solugdo, dada por
3 =7 5 3
D, |5 8| 59 Dy 3 5] g
"D el "6l YT D 6 el

36.13 Aplique a regra de Cramer para resolver sistemas 3 X 3 nos sistemas de equagdes:

3x, +5x, —x; =4 3x, +5x, —x; =4
(@ —x, +4x, +4x, =6 ; (b)—x, + 4x, + 4x, =6
2x, + 5x, = =2 2x, + 9x, + 3x; = 10
(a) O determinante do sistema €
3 5-1
D=|—-1 4 4| =133
2 0 5

Logo, o sistema tem exatamente uma solugdo, dada por

4 5 -1 3 4 -1
6 4 4 -1 6 4
D, -2 0 5| 118 D, | 2-2 5| 176
T DT 133 T B3 T DT 133 T 133
3.5 4
-1 4 6
D, 2 0 -2 6
T D~ 133 KX
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(b) O determinante do sistema é

305 -1
D=|-1 4 4|=0
2 9 3

Logo, a regra de Cramer néio pode ser usada para resolver o sistema. A elimina¢do Gaussiana pode ser empregada

24r — 14 22 — 11r
17 17

para mostrar que existem infinitas solu¢des dadas por ( , r>, sendo r qualquer nimero real.

Problemas Complementares

36.14

36.15

36.16

36.17

36.18

36.19

36.20

11 12 -5 8 cost —sent
Icul i : R 5
Calcule os determinantes: (a) 3 14‘ (b)‘ 9% _40‘ () wnr  coss
Resp. (a) —2; () 0;(c) 1 3 -4 -5 1
— — _4 —
. 3 —4 -5 0 5 0 4 0 1
Calcule os determinantes: (a)|0 —4 0 [;(b) | =4 0 8 |;(c) 30107 1l
31 7 -5 8 0
o 1 1 1

Resp. (a) —144; (b) 320; (c) 123

Verifique a propriedade 5 dos determinantes: se duas linhas de uma matriz sdo iguais (ou se duas colunas sio iguais),
o valor do determinante € 0. (Sugestdo: analise o que acontece quando as duas linhas ou colunas permutam.)

Verifique a propriedade 6 dos determinantes: se uma linha de uma matriz consiste apenas de zeros, o valor do determi-
nante € 0.

i j k i j ok
Calcule os determinantes (a)| 2 3  4[;(b) | 6 —12 8.
5-4 6 -9 18 —12
Resp. (a)34i + 8j — 23k; (b) 0
1 1 1
Use as propriedades de determinantes para verificar:| @ b ¢ | = (a — b)(b — ¢)(c — a).

a> b 2
Aplique a regra de Cramer para resolver os sistemas
X, — 2x, — 5x; = —28 2%, = 3x, +4x; = 0

S5x —6y=9 ) : B
@3, 4 8y = _g ) 2+ 6x, + Sxy =44 5(0) Ay oy, — 36 =3
—3x, + 3x, — 4x; = 25 10x, = x, = 2x, =5
21 26 _ B _ . . )
Resp. (a) x = 59°Y = oo (b) x,= —4,x,= 7, x;=2; (c) Como o determinante do sistema € 0, a regra de Cramer

ndo permite obter uma solugdo; a eliminacdo gaussiana mostra que o sistema ndo possui solugao.



Loci e Parabolas

CONJUNTO DE TODOS OS PONTOS

O conjunto de todos os pontos que satisfazem condig¢des especificas € chamado o locus (no plural, loci) dos pontos
sob tais condicdes.*

Exemplo 37.1 O locus de um ponto com coordenadas positivas € o primeiro quadrante (x > 0,y > 0).

Exemplo 37.2 O locus dos pontos com distincia 3 da origem € o circulo x* + y* = 9 com centro em (0,0) e raio 3.

FORMULAS DE DISTANCIA

Foérmulas de distancia sdo frequentemente usadas para encontrar os loci.

1. Férmula da distancia entre dois pontos (deduzida no Capitulo 8): A distincia entre dois pontos P, (x,,y,) e
P,(x,,y,) € dada por

d(P.P) = V(x, — x)? + (v, — y)?

2. Férmula da distancia de um ponto a uma reta: A distancia de um ponto P,(x,,y,) a uma reta

g |Ax, + By, + C|

VA2 + B

Exemplo 37.3 Encontre o locus de pontos P(x,y) equidistantes de P,(1,0) e P,(3,0).
Faca d(P.P,) = d(P,P,). Entdo, V(x — 1)> + (y — 0 = V(x — 3> + (y — 0)% Simplificando, resulta:
=1+ —-02=x—3>+@—0)7

X=2x+1+yP=x>—6x+9+)°

4x =8
x=2

O locus € uma reta vertical que forma o bissetor perpendicular de P,P,.

* N. de T.: Também chamado por alguns autores de lugar geométrico.
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PARABOLA

Uma pardbola € definida como o locus dos pontos P equidistantes de um ponto e uma reta dados, isto é, tais que PF
= PD, onde F ¢ um ponto dado, chamado de foco, e PD € a distancia dada da reta /, chamada diretriz. Uma reta que
passa pelo foco e € perpendicular a diretriz € chamada de eixo (ou eixo de simetria) e o ponto médio do eixo entre

a diretriz e o foco € chamado de vértice.

Uma pardbola com eixo paralelo a um dos eixos coordenados € dita estar na orientacdo usual. Se, além disso,
o vértice da pardbola estd na origem, a pardbola € dita estar em uma das quatro posi¢des usuais: concavidade a
direita, a esquerda, para cima e para baixo.

GRAFICOS DE PARABOLAS EM POSICAO USUAL

Grificos de pardbolas em posicdo usual com suas equagdes e caracteristicas estdo mostrados nas Figuras 37-1 a

37-4.
Concavidade a direita | Concavidade a esquerda Concavidade p/ cima Concavidade p/ baixo
Vértice: (0,0) Vértice: (0,0) Vértice: (0,0) Vértice: (0,0)
Foco: F(p,0) Foco: F(—p,0) Foco: F(0,p) Foco: F(0,—p)
Diretriz: x = —p Diretriz: x = p Diretriz:y = —p Diretriz:y = p
Equacio: Equacio: Equacio: Equacio:
¥’ = dpx ¥’ = —dpx x*=dpy X' = —4py
Lx=-py ylx=p y X
¢Wp) Ly=p
X X
o0 > Fp.0) >
ly=~
="F F(0,-p
Figura 37-1 Figura 37-2 Figura 37-3 Figura 37-4

PARABOLAS COM ORIENTAGAO USUAL

Substituir x por x — & tem o efeito de deslocar o grafico de uma equacéo |l unidades para a direita se & € positivo
e para a esquerda se & € negativo. Da mesma forma, substituir y por y — k tem o efeito de deslocar o grafico Ikl
unidades para cima se k € positivo e para baixo se k € negativo. As equagdes e caracteristicas de pardbolas na orien-

tacdo usual, mas ndo necessariamente na posi¢do usual, sdo mostradas na tabela seguinte.

Concavidade a direita

Concavidade a esquerda

Concavidade p/ cima

Concavidade p/ baixo

Equagao:
O —k?=4px—h

Equagao:
(v — k= —4px — h)

Equagao:
(= h’=4p(y — k)

Equagao:
(= h’=—4p(y — k)

Vértice: (h,k)
Foco: F(h+p,k)
Diretriz:
x=h-—p

Vértice: (h,k)
Foco: F(h—p,k)
Diretriz:
x=h+p

Vértice: (h,k)
Foco: F(h,k+p)
Diretriz:
y=k—p

Vértice: (h,k)
Foco: F(h,k—p)
Diretriz:
y=k+p
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Problemas Resolvidos

371

37.2

Encontre o locus dos pontos P(x,y), tais que a distancia de P ao ponto P,(2,0) € o dobro da distancia de P a
origem.

Faga d(P,,P) = 2d(O,P). Entdo, \/(y — 22 + y> = 2\/x + y2. Simplificando resulta:
(x =2 + 2 =4+
X —dx+ 4+ =47 + 4y

0=3x2+3y" +4x — 4
O locus € um circulo com o centro no eixo x.
|Ax, + By, + C| . . .
Obtenha a férmula d = ﬁ para a distancia perpendicular d de um ponto P,(x,,y,) a uma
A*+ B
retaAx + By + C = 0.

Construa uma reta de P, ao ponto L, perpendicular a reta dada. Entdo, d = ‘P_II:‘ Seja P(x,y) um ponto arbitrario perten-
cente a reta dada (ver Fig. 37-5).

y
A
P(xy)

A .

L

Pl(x]’yl)

Figura 37-5

== PP P, PP, -PL

el

No tridngulo retangulo PP L, d = ‘P L‘ ‘PP ‘cos 0=
=

Mas W (x, — x,y, — y). Para encontrar P_L\ observe que a reta dada tem coeficiente angular — 4 logo qualquer

reta perpendicular tem coeficiente angular T Portanto, cada vetor perpendicular a reta dada, 1nc1u1ndo P_L\ pode ser

escrito como a (1, B/ A) para algum valor de a. Entéo,

PP-PL (v, —xy = .a(LBIA) alx, = x) + BIAY, = )]

i ja(1, BIA)| - V(1 + BIAY)

Como os sinais de a e A ndo estdo especificados e a distancia deve ser uma quantidade ndo negativa, considere o valor
absoluto do lado direito para assegurar que d nao resulta negativa. Entéo,

al(x, — x) + (B/A)(y, — y)] alA(x; — x) + B(y, — y)] _ |Ax, — Ax + By, — By|
Vd*(1 + B*/A?) a\VA? + B? VA? + B?

Finalmente, como (x,y) pertence a reta Ax + By + C = 0, deve satisfazer a equacdo da reta, ou seja, a quantidade
—Ax—By pode ser substituida por C e

d =

B |Ax, + By, + C]

VA? + B?
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Encontre a distancia (a) do ponto (5,—3) areta 3x + 7y — 6 = 0; (b) do ponto (5,7) aretax = —4.
|Ax, + By, + C]
VA2 + B

J [3:5+ 7(=3) — 6] 12

VE LT /s

(a) Use a formulad = comx, =5ey = —3:

|Ax, + By, + C|
——F—¢o

(b) Reescreva a equagdo da reta na forma usual 1x + Oy+ 4 = 0 e, entdo, use a formula d = m
=5 — 7. VA + B?
x,=5ey,=T:
1-540-7 + 4]
V12 + 02
Mostre que a equac@o de uma pardbola com foco F(p,0) e diretriz x = —p pode ser escrita como y* = 4px.

A parédbola é definida pela relacio PF = PD. Seja P um ponto arbitrario (x,y) pertencente a pardbola. Entdo, PF ¢

encontrado pela formula da distancia entre dois pontos \/(x — p)* + (y — 0)* PD é encontrado pela férmula da dis-
tancia de um ponto a uma reta Ix + pl. Logo:

PF = PD
Vi = pr+ (= 07 =[x+ p|
x=pP+y=&+p;
x> = 2px + p?> + y* = x>+ 2px + p?
¥ = dpx
Mostre que a equagdo de uma pardbola com foco F(0,—p) e diretriz y = p pode ser escrita como x> = —4py.

A pardbola € definida pela relacdo PF = PD. Seja P um ponto arbitrdrio (x,y) sobre a parabola. Entdo, PF € encontrado

pela férmula da distancia entre dois pontos \/(x — 0)2 + (y + p)> PD é obtido pela férmula da distancia de um ponto
aumareta ly — pl. Logo:
PF = PD

V=02 + G +pP =y - pl
e+ +tpr=0-p7
X+ Y+ 2py +pP =y = 2py + p?

x* = —dpy

Para a pardbola y* = 12x, encontre o foco, a diretriz, o vértice e o eixo e esboce um grifico.

A equagio da pardbola estd na forma y*> = 4px com 4p= 12, assim, p = 3. Logo, a pardbola estd na posi¢do usual, com
vértice (0,0), concavidade a direita e possui foco em (3,0), a reta diretriz é x = —3 e o eixo € o eixo x, pois, y = 0. O
grafico € mostrado na Fig. 37-6.

Figura 37-6
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37.7

37.8

37.9

37.10

Mostre que y> — 8x + 2y + 9 = 0 € a equacdo de uma pardbola. Encontre o foco, a diretriz, o vértice € o
eixo e esboce um grafico.

Complete o quadrado em y para obter:
Y +2y=8x—-9
V4+2y+1=28—38
G+ 1)2=8x—1)

Desse modo, a equagio € a de uma pardbola na forma (y — k)*> =4 p(x — h)comp =2,h = 1 ek = —1. Logo, a para-
bola estd com a orientacdo usual, com vértice (1,— 1), concavidade a direita e tem seu focoem (2 + p, k) = (2 + 1, —1)
= (3,—1).Suadiretrizéaretax=h —p=1—2= —1leseueixoéaretay = —1. O grifico é mostrado na Fig. 37-7.
4y
2
X
2 3 4
-2
-4
-6
Figura 37-7
Encontre a equag@o de uma parabola na posi¢ao usual com foco (5,0) e diretriz x = —5.

Como a pardbola estd na posi¢do usual com foco no eixo x positivo, o foco estd localizado no ponto (p,0). Logo, p =

5. A pardbola tem concavidade a direita, ou seja, sua equac@o deve estar na forma y* = 4px. Substituindo p = 5 resulta
2 —

v = 20x.

Encontre a equacio de uma pardbola na orientagdo usual com o foco (3,4) e diretriz coincidente com o eixo y.

A equagido pode ser encontrada pela substitui¢@o direta na defini¢cdo da pardbola PF = PD. Alternativamente, observe
que o vértice € o ponto médio entre o foco e a diretriz, isto €, o ponto (% 4). Uma vez que o foco estd a direita da diretriz,
a pardbola tem concavidade 2 direita e admite uma equagio da forma (y — k)>= 4 p(x — h), com h = % e k= 4. A distan-
cia do vértice no ponto (%, 4) até o foco (3,4) €, também, %, e esse € o valor de p. Substituindo, resulta

o= o=~
(y— 4P =6x—9

Para a pardbola x> = —2y, encontre o foco, a diretriz, o vértice e 0 eixo e esboce um gréfico.

A equagdo da pardbola estd na forma x> = —4py com 4p = 2, portanto, p= % Logo, a pardbola estd na posicdo usual,

com vértice (0,0), concavidade para baixo e tem o foco no ponto (0, —%), a reta diretriz € y = % € 0 eixo em y, ou seja,
quando x = 0. O grafico € mostrado na Fig. 37-8.

Figura 37-8
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Mostre que x> + 2x + 6y — 11 = 0 é a equagdo de uma pardbola. Encontre o foco, a diretriz, o vértice e o
eixo, e esboce um gréfico.

Complete o quadrado em x para obter:

X2+ 2x = —6y + 11
X+ 2x+1=—6y+12
@+ 12 = —6(y — 2)

Nesse caso, a equagio € a de uma parabola na forma (x — h)>= —4 p(y — k) com p = %, h=—1ek = 2.Logo,
a pardbola estd na orientagdo usual, com vértice (—1,2), concavidade para baixo e, portanto, tem seu foco em
(h,k—p)= (—1, 2 - %) = (—1, %).Adiretrizéaretay =k+p=2+32=1eseueixoéaretax = —1.0 grifico
¢ mostrado na Fig. 37-9.

/-4 -2 2\"
-0,5

Figura 37-9

Encontre a equagdo de uma pardbola na posi¢do usual, concavidade para baixo, com foco (0,—4) e diretriz
y=4.
Como a pardbola estd na posi¢@o usual com foco no eixo y negativo, o foco estd localizado no ponto (0,—p); logo, p

= 4. A pardbola tem concavidade para baixo, ou seja, sua equagdo deve ser da forma x> = —4 py. Substituindo p = 4,
resulta x> = —16y.

Encontre a equagdo de uma parabola na orientacio usual com foco (3,4) e diretriz y = 6.

A equacio pode ser encontrada pela substitui¢@o direta na definicio de pardbola PF = PD. Alternativamente, observe
que o vértice € o ponto médio entre o foco e a diretriz, isto €, o ponto (3,5). Ja que o foco estd abaixo da diretriz, a para-
bola tem concavidade para baixo e uma equagdo da forma (x — h)>= —4 p(y — k), com h = 3 e k = 5. A distancia do
vértice (3,5) ao foco (3,6) € 1 e esse € o valor de p. Substituindo, resulta

(x =37 =—-4DO -5

(x =32 = -4y + 20

Problemas Complementares

37.14

37.15

37.16

37.17

37.18

Encontre o locus dos pontos P(x,y) tais que a distancia de P ao eixo y seja 5.

Resp. x = 5 e x = —5, duas retas paralelas ao eixo y.

Encontre o locus dos pontos P(x,y) tais que P seja equidistante de ambos os eixos.

Resp. y = x ey = —x, duas retas que passam pela origem.

Encontre o locus dos pontos P(x,y) tais que a distincia de P até P|(1,1) seja a metade da distincia de P até P,(—2,—2).
Resp. x>+ y*> — 4x — 4y = 0, um circulo que passa pela origem.

Encontre o locus dos pontos P(x, y) equidistantes de (5, —1) e (3, —8).

Resp. 4x + 14y + 47 = 0, uma linha reta, o bissetor perpendicular do segmento de reta que junta os pontos dados.

Encontre o locus dos pontos P(x, y) equidistantes de (5, =3)ex —y +8 =0

Resp. x* + y* + 2xy + 4x + 4y + 4,isto &, (x + y + 2)2 uma linha reta perpendicular a linha no ponto dado.
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37.19

37.20

37.21

37.22

37.23

37.24

37.25
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Encontre o locus dos pontos P(x, y) tais que o produto de suas distincias de (0, 4) e (0, —4) seja 16.

Resp. x* + 2xy* + y* + 32x* — 32y* =0

Mostre que a equagio de uma pardbola com foco F(—p,0) e diretriz x = p pode ser escrita como y* = —4px.
Mostre que a equagio de uma pardbola com foco F(0,p) e diretriz y = —p pode ser escrita como x> = 4py.
Esboce os grificos das equagdes (a) y> = —2x; (b) x* = 6y.

Resp. (a) Fig. 37-10; (b) Fig. 37-11.

y

2 e
Figura 37-10 Figura 37-11
Encontre equacdes para pardbolas na posi¢@o usual (a) com foco em (0,7) e reta diretrizy = —7; (b) com foco em
(—%0) e reta diretriz x = %

Resp. (a) x* = 28y; (b) y* = —5x

Encontre equacdes para pardbolas na posi¢@o usual (a) com foco em (—2,3) e diretriz o eixo y; (b) com foco em
(—2,3) ediretrizy = 1.

Resp. (a)y*— 6y +4x+13=0;())x¥* +4x —4y +12=0
Esboce os graficos das equagdes (@) y* —2y = 3x —2=0(b) x>+ 2x + 2y —5=0

Resp. (a) Fig. 37-12; (b) Fig. 37-13.

)
4
3
2 y
. /\2\
L x X
SN 1 2 3 - -2 2
-1 -2
-2 -4

Figura 37-12 Figura 37-13

37.26 Use a defini¢@o de pardbola diretamente para encontrar a equagdo de uma pardbola com foco F(2,2) e reta diretriz x +

y+2=0.

Resp. x> —2xy +y*— 12x — 12y + 12 =10



Capitulo 38

Elipses e Hipérboles

DEFINICAO DE ELIPSE

O locus dos pontos, P tais que a soma das distancias de P a dois pontos fixos € constante, € chamado de elipse.
Desse modo, sejam F, e F, os dois pontos (chamados focos), entdo a relagdo que define as elipses é PF, + PF, =
2a. A reta que passa pelos focos é chamada eixo focal da elipse; o ponto médio, no eixo focal, entre os focos é
chamado de centro; os pontos onde a elipse atravessa o eixo focal sdo chamados vértices. O segmento de reta que
liga os dois vértices € chamado de eixo maior e o segmento de reta que passa pelo centro e € perpendicular ao eixo
maior, com ambas as extremidades pertencentes a elipse, € chamado de eixo menor (ver Fig. 38-1).

Figura 38-1

Uma elipse com eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados € dita estar com orientagdo usual. Se, além disso,
o centro da elipse estd na origem, ela € dita estar em uma das duas posi¢cdes usuais: com focos sobre o eixo x ou
com focos sobre o eixo y.

GRAFICOS DE ELIPSES NA POSICAO USUAL

Gréficos de elipses na posicao usual com suas equagdes e caracteristicas sdo mostrados na seguinte tabela:

Focos sobre o eixo x

Focos sobre o eixo y

N 2

- X y

Equagdo: ; + ﬁ =1
onde b> = a®> — ¢?
Nota:a > b,a >c¢

N 2

- X y

Equagdo: E + ; =1
onde: b*= a*>— ¢*
Nota:a > b,a > c¢

Focos: F,(—c, 0), F,(c, 0)
Vértices: (—a,0), (a,0)
Centro: (0,0)

Focos: F,(0, —¢), F,(0, ¢)
Vértices: (0,—a), (0,a)
Centro: (0,0)
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Focos sobre o eixo x Focos sobre o eixo y
y
Vértice(0, a%
" Foco
.5} 0.0
>
~b,0 b0
Foco Foco x ( ) .0
Vértice(-a, 0\ F(—c, 0) F(c, 0) /Vértice (a, 0) 0, —)
F\{Foco
0, -b) Vértice(0, —a)
Figura 38-2 Figura 38-3

LOCUS DE PONTOS

O locus dos pontos P, tais que o valor absoluto da diferenca entre as distancias de P a dois pontos fixos € constante,
¢é chamado de hipérbole. Desse modo, se F, e F,sdo os dois pontos (focos), entdo a relacdo que define a hipérbole
é |IPF, — PF,l = 2a. A reta que passa pelos focos € chamada eixo focal da hipérbole; o ponto médio entre os focos
é chamado centro; os pontos onde a hipérbole atravessa o eixo focal sdo chamados vértices. O segmento de reta que

une os dois vértices € chamado eixo transverso (ver Fig. 38-4).

Figura 38-4

Uma hipérbole com eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados € dita estar com orientagdo usual. Se, além
disso, o centro da hipérbole estd na origem, e € dita estar em uma das duas posi¢des usuais: com focos sobre o eixo

x ou com focos sobre 0 eixo y.
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GRAFICOS DE HIPERBOLES NA POSICAO USUAL

Griéficos de hipérboles na posi¢do usual com suas equagdes e caracteristicas sdo exibidos na seguinte tabela:

Focos sobre o eixo x Focos sobre o eixo y
Focos: F((—c, 0), F)(c, 0) Focos: F (0, —c¢), F,(0, ¢)
Vértices: (—a, 0), (a, 0) Vértices: (0, —a), (0, a)
Centro: (0, 0) Centro: (0, 0)
o2y Y e
Equacao: 2 p 1 Equagao: PR 1
onde b> = * — a* onde: b* = ? — a*
Nota: ¢ >a,c>b Nota: ¢ >a,c>b
Assintotas: y = igx Assintotas: y = i%x
Assintota Assintota
y
(0, b)
ertice
Foco , O Foco. x
Fi(~,0) f-a Fy(c, 0)
Vertice
(0, -b
Figura 38-5 Figura 38-6

DEFINICAO DE EXCENTRICIDADE

Uma medida da forma de uma elipse ou hipérbole € uma quantidade e = %, chamada de excentricidade. Para uma
elipse, 0 < e < 1; para uma hipérbole, e > 1.

Problemas Resolvidos

38.1 Obtenha a equacdo de uma elipse na posi¢do usual com focos sobre o eixo x.

Seja P(x,y) um ponto arbitrdrio sobre a elipse. Dado que os focos sdo F,(—c, 0) e F,(c, 0), entdo, da defini¢do de elipse
PF, + PF, = 2a resulta:

Va+er+G -0+ Va—or+ @ —02=2a
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Subtraindo uma das raizes quadradas em ambos os lados, elevando ao quadrado e simplificando,

Via+eP+ G5 —02=2a— V—c2+ (- 02

@+ +y=d4a —4aVx — P+ (— 02+ (x— )P+

R+ 2+ A+ =4a —4aV(x — P+ (y — 0P + 22 — 2xc + 2+ y?

dxc — 4a® = —4aNV(x — ) + (y — O

xc —a* = —a\/(x -+ (y — 0)
Agora, eleve novamente ao quadrado ambos os lados e simplifique:
x2c? — 2xca® + a* = a’[(x — ¢)> + 7]

x2

¢? — 2xca* + a* = a’x* — 2a’xc + a’c? + a¥y?
2 — a2 — @y = @ — a
xZ(CZ — aZ) — a2y2 — a2(62 — aZ)

Pela desigualdade triangular, a soma de dois lados de um tridngulo ¢ sempre maior que o terceiro lado. Logo, (ver Fig.

38-1)
PF, + PF,> F\F,
2a > 2c¢
a?>c?
Assim, a quantidade a®> — ¢*deve ser positiva. Faga a®> — ¢* = b%. Entdo, ¢* — a* = —b’e a equagio da elipse torna-se:
—b22 — @22 = —a?h?

P22 + @y = ab?

Isso geralmente € escrito na forma usual como:

2
X Yy
; + b =1
Observe que segue de a> — ¢ = b*que a > b.
. 2 ) . . .
38.2 Analise a equacgdo de =5 + ~5 = 1de uma elipse na posic¢ao usual e com focos sobre o €ixo x.
a b
y2
Seja x = 0, entdo, =i 1; assim, y = *b. Logo, £b sdo interceptos y.
2
Sejay = 0, entdo, % = I; assim, x = *a. Logo, *a sdo interceptos x.
. 2 (=y7 2,V I p . . -
Substitua —y por y: e + b 1; e + i 1. Como a equacio ndo muda, o grafico tem simetria em rela¢do ao
eixo x.
(—x)? y* 2V

Substitua —x por x: —— + i I, = + i 1. Como a equac@o nao muda, o grafico tem simetria em relacdo ao
a a
eixo y. Segue que o grifico € simétrico também em relacdo a origem.
. . b/ 5
Observe também que, isolando y em termos de x, y = *;Va? — x* logo, —a = x = a para y ser real.

Analogamente, —b = y = b para x ser real.
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Resumindo, o grafico estd confinado a regido entre os interceptos *=a sobre o eixo x ¢ =b sobre 0 €ixo y, e tem as trés
simetrias. O grafico da elipse € mostrado na Fig. 38-2.

2
. ~ X2y . - .
Analise a equacgdo -5 + — = 1de uma elipse na posicao usual com focos sobre 0 eixo y.

b a
y2
Sejax = 0, entdo, 5 = [; assim, y = *a. Logo, *a sdo interceptos y.
a

2
. - X . ~ .
Sejay = 0, entdo, po 1; assim, x = *b. Logo, £b sdo interceptos x.

. 2 (=y)? 2 ) - ) . . ~
Substitua —y por y: ” + 2 - 1; » + i 1. Como a equacdo nido muda, o grafico tem simetria em relacdo ao
eixo x.

. (—x) y? 2 ) I . . . ~
Substitua —x por x: e + i 1; » + 72 1. Como a equag@o ndo muda, o grafico tem simetria em relagcdo ao

eixo y. Segue que o grafico também tem simetria em relacéo a origem.

Observe que, além disso, isolar y em termos de x resulta y = i% V b? — x*logo, —b = x =< b para y ser real. Analoga-
mente, —a = y = a para x ser real.

Resumindo, o gréfico estd confinado na regido entre os interceptos b sobre o €ixo x e *a sobre o0 eixo y, e tem as trés
simetrias. O grafico da elipse € mostrado na Fig. 38-3.

Analise e esboce os graficos das elipses (a) 4x> + 9y* = 36 (b) 4x> + y* = 36

(a) Escrita na forma usual, a equacio torna-se (b) Escrita na forma usual, a equacio torna-se
2 Y 2 Y
o tg! 93!
Portanto, a = 3, b = 2. Portanto, a = 6, b = 3.
Poressarazioc = Va> — b2 = V9 — 4 = \/5 Poressarazioc = Va> — b2 = /36 — 9 = 33
Logo, a elipse estd na posicdo usual com focos em Logo, a elipse estd na posicdo usual com focos em
(= \@,0) sobre o eixo x, interceptos x (£3,0) e inter- 0,3 \/g) sobre o eixo y, interceptos x (£3,0) e in-
ceptos y (0,%2). O grafico € mostrado na Fig. 38-7. terceptos y (0,%6). O grafico € mostrado na Fig. 38-8.
Y
4
y 2
X
1 12

Figura 38-7 Figura 38-8



@Y » ————  Pre-CiLculo

38.5 Obtenha a equacdo de uma hipérbole na posi¢do usual com focos sobre o eixo x.

Seja P(x, y) um ponto arbitrdrio pertencente a hipérbole. Dado que os focos sdo F;(—c, 0) e F,(c, 0), entdo, pela defini-
¢do de hipérbole |PF, — PF,| = 2a; isto €, PF, — PF, = *2aresulta

\/(x+ o+ (y— 02— \/(x— o)+ (y—0?2= *2a

Somando a segunda raiz quadrada em ambos os lados, elevando ao quadrado e simplificando, resulta:
Vi + o+ (- 02 =22+ Vx—cP+(y— 02

xR+ =4 *4aV(x—cP + (y — 02 + (x — o) + y?

x2+2xc+c2+y2=4a2i4a\/(xfc)2+(y70)2+x2*2xc+cz+y2

4xc — 4a? = *4a\(x — ¢ + (y — O

xc — a* = ia\/(x — )+ (y — 0)
Agora, eleve novamente ao quadrado ambos os lados e simplifique:
X2 — 2xca®> + a* = d’[(x — ¢)* + y*]
X’ — 2xca®> + a* = a®>x* — 2a°xc + a*c® + a%y’
XZC2 — a2x2 — a2y2 — a2C2 — a4
XZ(CZ — a2) — a2y2 — a2((;2 _ 02)
Pela desigualdade triangular, a soma de dois lados de um tridngulo € sempre maior que o terceiro lado. Logo, (ver Fig.
38-4)
PF, + F\F, > PF,
F\F,> PF, — PF,
2¢ > 2a
c>a
Portanto, a quantidade ¢*> — a*deve ser positiva. Faga ¢> — a* = b*. Entdo, a equacdo da hipérbole fica:
b2 — azyz = a2
Geralmente, isso € escrito na forma usual como:
-)Lz _ y72 =1
a b
Observe que segue de ¢ — a®> = b’que c > bec > a.

2

2
38.6 Analise a equacdo % - % = 1de uma hipérbole na posicao usual com focos sobre o eixo x.
2

Seja x = 0, entdo % = —1;assim, y>= —b? Logo, ndo h4 interceptos y.

2
. ~ X . ~ .
Sejay = 0, entdo, —5 = I;assim, x = *a. Logo, *a sdo os interceptos x.
a
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[S)

: 2 (=) 2y o
Substitua —y por y: % T T 1; % e 1. Como a equacdo nao muda, o grafico tem simetria em relagdo ao
. a a
eixo x.
. (= ¥ 2 Y I ) - -
Substitua —x por x: 2 1; 2 p 1. Como a equacdo nido muda, o grafico tem simetria em relacdo ao

eixo y. Segue que o grafico tem simetria também em relacdo a origem.

Observe que, além disso, isolando y em termos de x resulta y = ig Vx? — a*1ogo, x> aoux = —a paray ser real.
Isolando x em termos de y resulta x = i% V'y? + b*logo, y pode assumir qualquer valor.

E deixado como um exercicio mostrar que, 2 medida que x torna-se arbitrariamente grande, a distincia entre os graficos

b b N ~ . p
dey = +7Vx? — b?easretas y = * x torna-se arbitrariamente pequena, portanto, as retas sdo assintotas obliquas
do gréfico.

Para construir o grafico da hipérbole, marque os interceptos *a sobre o eixo x. Marque os pontos *b sobre o eixo y.
Construa segmentos de reta verticais através dos pontos x = *a e segmentos de reta horizontais através dos pontos y
= b para formar o retangulo mostrado na Fig. 38-5. Desenhe as diagonais do retangulo; essas sdo as assintotas da
hipérbole. Entdo, esboce a hipérbole comecando do intercepto x = a e se aproximando da assintota y = bx/a. O restante
da hipérbole segue da simetria em relagio aos eixos e a origem, como mostra a Fig. 38-5.

2

2
38.7 Analise a equagio % — % = 1 de uma hipérbole na posicao usual com focos sobre o eixo y.

b
32
Sejax = 0, entdo Z 1;logo, y = *a. Assim, *a sdo os interceptos y.

2
Sejay = 0, entdo —% = 1;logo x> = —b*. Assim, ndo podem existir interceptos x.
. (= 2 ¥ o2 - . . . ~
Substitua —y por y: —>— — i 1= — i 1. Como a equag@o ndo muda, o grifico tem simetria em relagio ao
a a
eixo x.
y (= ¥R

Substitua —x por x: ~— — = 1,75 — 73 = 1. Como a equacdo ndo muda, o grafico tem simetria em relagdo ao
a a

b? b?
eixo y. Segue que o grifico tem também simetria em relacdio a origem.

Observe que, além disso, isolando y em termos de x resultay = i% V' b? + x*logo, y pode assumir qualquer valor.
b
Isolando x em termos de y resulta x = =7V y? — a*logo, y = aouy = —a para x ser real.

E deixado como um exercicio mostrar que, a medida que x torna-se arbitrariamente grande, a distancia entre os graficos

a a N = . .
dey = *=-Vb + xPeasretas y = +7, X torna-se arbitrariamente pequena, portanto, as retas sdo assintotas obliquas
do grafico.

Para construir o grafico de uma hipérbole, marque os interceptos *a sobre o eixo y. Marque os pontos *b sobre o eixo
x. Construa segmentos de reta verticais através dos pontos x = *b e segmentos de reta horizontais através dos pontos
y = *a para formar o retangulo mostrado na Fig. 38-6. Desenhe as diagonais do retangulo; essas sdo as assintotas da
hipérbole. Entao, esboce a hipérbole comegando do intercepto y = a e se aproximando da assintota y = ax/b. O restante
da hipérbole segue da simetria em relagdo aos eixos e a origem, como mostra a Fig. 38-6.

38.8 Analise e esboce os gréficos das hipérboles (a) 4x*—9y* = 36; (b) y* — 4x*> = 36.



341

PRE-CALCULO

(a) Escrita na forma usual, a equag@o torna-se

©ol%,

v

Portantoa = 3, b = 2.
Poressarazioc = V@ + b = V9 + 4 = V13.

Logo, a hipérbole estd na posi¢ao usual com focos em

(b) Escrita na forma usual, a equag@o torna-se

¥R
369 !

Portanto,a = 6, b = 3.

Poressarazioc = Va2 + b = V36 +9 = 3V/5.

Logo, a hipérbole estd na posi¢ao usual com focos em

(0,£3V5) sobre o eixo y, interceptos y (0,%6) e as-

(=V13,0) sobre o eixo x, interceptos x (*3,0) e as-
sintotas y = *=2x. O gréfico é mostrado na Fig. 38-10.

sintotas y = igx. O grafico € mostrado na Fig. 38-9.

\
. 4
6 -¢f3 w284 6 -5
. -10
-4
Figura 38-9 Figura 38-10

38.9 Mostre em uma tabela as caracteristicas de hipérboles e elipses com orientagdo usual e com centro no ponto
(h, k).

Deslocar o centro das curvas da origem para o ponto (4, k) reflete nas equacdes pela substituicdo de x por x — h ey por
y — k, respectivamente. Logo, as curvas deslocadas podem ser descritas como segue:

Elipse; equacdo

c—m G-k
L T

1

Elipse; equacdo

@Cc—m G-k
A R

1

Hipérbole; equagdo

x—h? - k?
2 b? -

1

Hipérbole: equacio
O0—k* «—h?
2

1

Focos: (h £ ¢, k)
Vértices:(h *+ a, k)
Extremidades do eixo

menor: (h, k = b)

Focos: (h, k = ¢)
Vértices: (h, k + a)
Extremidades do eixo

menor: (h £ b, k)

Focos: (h £ ¢, k)
Vértices: (h = a, k)
Assintotas:

6=k =2 —n

Focos: (h, k = ¢)
Vértices: (h, k £ a)
Assintotas:

0=k ==

38.10 Analise e esboce o gréfico de 9x* + 4y* — 18x + 8y = 23

Complete os quadrados sobre x e y.

9x? — 2x) + 4(y* + 2y) = 23

O = 2x + 1) +402> + 2y + 1)
9x — 12 + 4(y + 1y
o+ 1)?

(=17

=23+9-1+4-1
36

4

o 1
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Comparando com a tabela no Problema 38.9, essa € a equag@o de uma elipse com centro em (1,—1).

Comoa> b a*=9eb>=4,entdoa=3,b=2ec = Va>— b = \/g; o eixo focal € paralelo ao eixo y. Focos:
(h,k£c¢)=(,—-1= \/g). Vértices: (h, k = a) = (1, — 1 = 3), portanto, (1,2) e (1,—4). Extremidades do eixo menor:
(h=b,k)=( =2, —1), portanto, (3,—1) e (—1,—1). O gréafico € mostrado na Fig. 38-11.

Figura 38-11

38.11 Analise e esboce o gréfico de 9x* — 16y* — 36x + 32y = 124.
Complete os quadrados em x e y.
9(x? — 4x) — 16(y> — 2y) = 124
IO —4dx +4) — 16> =2y + 1) =124 + 9-4 — 16 1
9x — 22 — 16(y — 1) = 144

(=2 (-17
6 9

1

Comparando com a tabela no Problema 38.9, essa € a equac@o de uma hipérbole com centro em (2,1). Como o coefi-
ciente do quadrado envolvendo x € positivo, o eixo focal € paralelo ao eixo x. (Nota: para uma hipérbole, ndo existe

a restri¢do a > b.) Logo, a> = 16 e b>*= 9; portanto,a = 4, b =3 ec = Va* + b* = V25 = 5. Focos: (h = ¢, k)
= (2 =5, 1), portanto, (7,1) e (—3,1). Vértices: (h = a, k) = (2 = 4, 1), portanto, (6,1) e (—2,1). Assintotas: (y — k)
= ,g(x — h), portanto, (y — 1) = i%(x — 2). Construa retas verticais pelos vértices e retas horizontais pelos pontos
(h,k = b) = (2,1 % 3), ou seja, (2,4) e (2,—2). Essas retas formam um retangulo. Esboce nas assintotas as diagonais

desse retangulo, entdo construa a hipérbole a partir dos vértices e em direga@o as assintotas. O grafico € mostrado na
Fig. 38-12.

Figura 38-12
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38.12

38.13

38.14

Analise a excentricidade e = ¢/a para uma elipse e uma hipérbole.
Para uma elipse, 0 < ¢ < a, logo, 0 < c¢/a = e < 1. A excentricidade mede a forma da elipse como segue:

Se e € pequeno, isto é, préximo de 0, entdo ¢ é pequeno comparado a a; logo, b = Va? — ¢? estd préximo de a. Entdo,
os eixos menor e maior da elipse estdo aproximadamente iguais no tamanho e a elipse assemelha-se a um circulo (a
palavra excentricidade significa saida do centro).

Se e € grande, isto €, proximo de 1, entdo ¢ € aproximadamente igual a a; logo, b = Va®> — ¢? estd proximo de 0. En-
tdo, o eixo maior da elipse € substancialmente maior que o eixo menor e a elipse tem aspecto alongado.

Para uma hipérbole, ¢ > a; logo, c/a = e > 1. A excentricidade mede a forma da hipérbole restringindo o coeficiente
angular da assintota, como segue:

Se e é pequeno, isto é, préximo de 1, entdo ¢ € aproximadamente igual a a; logo, b = V¢? — a? estd préximo de 0. En-
tdo, as assintotas, tendo coeficientes angulares *b/a ou *a/b, parecerdo proximas aos eixos nos quais estao os vértices
e a hipérbole terd um aspecto de grampo para o cabelo.

Se e € grande, entdo a € pequeno comparado com c; logo, b = V ¢? — a* estd préximo de c e, portanto, também €
grande comparado a a. Entdo, as assintotas parecerdo distantes dos eixos sobre 0s quais estdo os vértices e a hipérbole
parecera mais ampla.

Encontre a equacdo de uma elipse (a) na posi¢ao usual com focos (*3,0) e interceptos y (0, =2);

(b) na orientacdo usual com focos (1,5) e (1,7) e excentricidade % :
2
(a) A elipse estd na posicdo usual com focos sobre o eixo x. Logo, tem uma equagdo da forma % + % = 1. Das posi-
¢des dos focos, ¢ = 3, das posicdes dos interceptos y, b = 2; logo,a = V> + b* = V32 + 22 = V13, Portanto,
2 2
a equacdo da elipse é % + yz = 1.

(b) O centro da elipse € o ponto médio entre os focos, portanto, (1,6). Comparando com a tabela no Problema 38.9, a
x — m?* (b — k?
+
b? a?
=2, portanto, ¢ = 1. Como ¢ = c/a = 1/2, segue quea =2eb = Va> — 2= V22 — 1> = \/3. Portanto, a
(= 1P G- 6F

3 4 -

elipse tem uma equacio da forma = 1, com (h, k) = (1,6). A distancia entre os focos = 2¢

equacdo da elipse é 1.

Encontre a equacdo de uma hipérbole (a) na posi¢ao usual com focos (#3,0) e interceptos x (=2,0);

(b) na orientacao usual com focos (1,5) e (1,7) e excentricidade 2. ,

(a) A hipérbole estd na posicao usual com focos sobre o eixo x. Logo, tem uma equacdo da formaﬁ% - % = 1.
Das posicdes dos focos, ¢ = 3, das posi¢des dos vértices, a = 2; logo, b = Ve-—a=V3-2=1\/5
Portanto, a equagdo da hipérbole éxzz - y; = 1.

(b) O centro da hipérbole é o ponto médio entre os focos, ou seja, (1,6). Comparando com a tabela no

— 2 — 2
o an) _u bzh) — 1, com (1K) = (1.6).
A distancia entre os focos = 2¢= 2, portanto, ¢ = 1. Uma vez que e = ¢/a = 2, segue que a = 1/2 ¢
G-67 -1y

4 34

Problema 38.9, a hipérbole tem uma equacio da forma

b=V -—a=\V12- (172 = (\/g)/Z. Assim, a equag@o da hipérbole é

1.

Problemas Complementares

38.15

2 2
% = 1) 25¢ + 16y + 100x — 96y = 156

Analise e esboce os gréficos das elipses (a) % +
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Resp. (a) Posicdo usual, focos sobre o eixo x em (£2,0),  (b) Orientacdo usual, eixo focal paralelo ao eixo y,
vértices (*3,0), extremidades do eixo menor centro em (—2,3), focos (—2,0) e (—2,6), vértices
(O,i\/g). Ver Fig. 38-13 (—2,—2) e (—2,8), extremidades do eixo menor (2,3)

e (—6,3). Ver Fig. 38-14.

b
2
1
1 2 F
X
/ 2
=2
Figura 38-13 Figura 38-14
2 Y
38.16 Analise e esboce os graficos das hipérboles (a) 9" 5= I;(b)x*—y*+ 6x + 34 = 0.
Resp. (a) Posi¢do usual, focos sobre o eixo x em (b) Orientacdo usual, eixo focal paralelo ao eixo y, focos
(=V/14,0), vértices (+3,0), assintotas em(—3,%5 \6), vértices (—3, £5), assintotas y =
V5 * (x + 3). Ver Fig. 38-16.
y = th.Ver Fig. 38-15
y
\d/gl/
4
2
d x
-6 -4 -2
-2
6 2 2\4 6 !
-2 -4
-4 /\_@\
Figura 38-15 Figura 38-16

. . L oA . b./5 >
38.17 Mostre que, 3 medida que x torna-se arbitrariamente grande, a distancia entre os gréficosde y = *7 Vx> — a*e as

b e ~ p p p
retas y = T x torna-se arbitrariamente pequena, portanto, as retas sdo assintotas obliquas do gréfico.

38.18 Mostre que, a medida que x torna-se arbitrariamente grande, a distancia entre os graficos de y = i% Vb2 + x*eas

a . . ~ ) s 3
retas y = in torna-se arbitrariamente pequena, portanto, as retas sdo assintotas obliquas do grafico.
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38.19 Encontre a excentricidade para:

2
Y _
5

Resp. (a) 2/3; (b) 3/5; (¢) V14/3; () V2

2 ) 2
@ G + % = 1) 2527 + 16y + 100x = 96y = 156 () — s = 1(d)2 =+ 6x + 34 = 0.

38.20 Encontre a equacio de uma elipse (@) com vértices do eixo maior (=4,0) e excentricidade %; (b) com vértices do eixo

menor (—3.,4) e (1,4) e excentricidade 3
+ 172  (y—4)2 _

y2
4 T o090 =1

X2 (x
Resp. (a)ﬁ + 5= 1;(b)

38.21 Encontre a equacio de uma hipérbole (a) com vértices (0,%12) e assintotas (y = *3x); (b) com focos (3,6) e (11,6) e

excentricidade %

¥ X2
Resp. (a)m “ 6= 1;(b)

(=T 0 -6F _

9 7 1

38.22 Use a defini¢do de elipse PF, + PF, = 2a diretamente para encontrar a equagio de uma elipse com focos em (0,0) e
(4,0), e eixo maior 2a = 6.

x — 2)? 2
Resp.( 9 ) +y§:1




Capitulo 39

Rotacao de Eixos

ROTACAO DE SISTEMAS COORDENADOS

Frequentemente convém analisar curvas e equagdes em termos de um sistema de coordenadas cartesianas nos quais
os eixos sao rigidamente rotacionados por um determinado dngulo (normalmente agudo) em relagd@o ao sistema de
coordenadas cartesianas padrao.

TRANSFORMAGAO DE COORDENADAS SOB ROTACAO

Seja P um ponto no plano; entdo P tem coordenadas (x,y) no sistema cartesiano usual (chamado o sistema antigo)
e coordenadas (x', y") no sistema rotacionado (chamado o sistema novo) (ver Fig. 39-1). Logo, as coordenadas no
sistema antigo podem ser expressas em termos das coordenadas do novo sistema pelas equagoes de transformagdo:

x = x'cosf — y’senf
y = x"senf + y’cosf

[

y

y
A

> x

Figura 39-1

Essas equagdes podem ser aplicadas para as coordenadas de pontos individuais; um uso frequente ¢ transformar
equagdes de curvas dadas no antigo sistema de coordenadas em equacdes no novo sistema, no qual a forma da
equacdo pode ser analisada mais facilmente.
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Exemplo 39.1 Analise o efeito sobre a equagdo xy = 2 sob a rotagdo dos eixos de um angulo de 45°.
Se 0 = 45°, entdo cos § = sen 6 =1/ V2. Logo, as equagdes de transformagao ficam

x =y _ x' +y'

V2T e

Realizando essas substitui¢des na equacao original resulta

(xr _ yl)(xl + yr) 2
Xy = =
V2 /N V2
x’2 _y/2
2

X =

Isso pode ser escrito como

X'z ye
iz 1!

que pode ser vista como a equacdo de uma hipérbole na posicao usual com focos sobre o eixo x" (ou seja, 0 novo
€ixo x), rotacionado 45 em relacdo ao eixo antigo.

ANALISANDO EQUAGOES DO SEGUNDO GRAU

Ao analisar equagdes do segundo grau escritas na forma usual

Ax¥*+ Bxy + Cy*+Dx+ Ey+ F=0
¢ util rotacionar eixos. Um angulo 6 pode sempre ser encontrado tal que, rotacionando eixos por esse angulo, a
equacdo se transformaem A'x"> + C'y'>+ D'x’ + E'y’ + F = 0. O angulo 0 € dado por

1. SeA = C, entdo 6 = 45°

2. Caso contrdrio, 6 € uma solugio da equagdo tg 26 = B

A—-C

Problemas Resolvidos

39.1 Mostre que, para qualquer ponto P que tem coordenadas (x,y) no sistema de coordenadas cartesianas usual
e coordenadas (x',y") no sistema com eixos rotacionados pelo angulo 6, as equacdes de transformacio x =
x'cos 6 — y'sen 6,y = x'sen 6 + y'cos 0 sdo validas.

Considere o vetor OP construido da origem de ambos os sistemas de coordenadas até P na Fig. 39-2.

Figura 39-2



39.2

39.3
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E conveniente usar a notagdo do Problema 27.11, na qual i e j sdo definidos, respectivamente, como 0s vetores unitédrios
positivos nas direcdes x e y (no antigo sistema de coordenadas). Entdo, nesse sistema de coordenadas, OP = xi + yj.
Analogamente, i’ e j'sdo, respectivamente, os vetores unitdrios nas diregdes positivas x" e y’, e, nesse sistema de coorde-
nadas, OP = x'i" + y'j'. Entéo, xi + yj = x'i’ + y'j’. Se, agora, calcularmos o produto interno de ambos os lados dessa
identidade pelo vetor i, segue que:

W +yp-i=@i +y§)-i
xicit+yj-i=xi-i+yj-i
Na ultima identidade, aplique o teorema sobre o produto interno:
Como o anguloentreieié 0°i-i=Ilillilcos0°=1-1-1=1.
Como o angulo entreie jé90°i-j=Ililljlcos90°=1-1-0=0.
Como o anguloentreiei’ €60,i-i" = lilli'lcosd =11 - cosf = cosb.
Como o anguloentreiej € 0 + 90°%,i-j" = lil [j'l cos( + 90°) = 1 - 1 -(—send) = —senb.
Sustituindo, resulta:
x(1) + y(0) = x'cosf — y'senf
x = x'cosf — y'send

A prova da equacao de transformac@o para y, y = x'senf + y’cos6, € deixada como exercicio.

Mostre que um angulo 6 sempre pode ser encontrado uma vez que rotacionar os eixos com esse angulo trans-
forma a equagiio Ax> + Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = Onaequacio A'x' 2+ C'y' 2+ D'x' 2+ E'y + F = 0.

Rotacionar os eixos através de um angulo 6 transforma a equagio Ax> + Bxy + Cy*> + Dx + Ey + F = 0 fazendo as
substitui¢des x = x'cosf — y’send, y = x’'senf + y’cosf. Realizando as substitui¢des, resulta:

A(x'cosf — y’'senf)® + B(x'cosf — y'senf)(x'send + y’'cosf) +C(x'senf + y’'cosh)>
+ D(x'cosf — y'senf)+ E(x'senf + y'cosf)+ F =0
Expandindo e combinando os termos em x'2, y'2, x'y’, x" e y', resulta:
X'"%(A cos?0 + B cosf senf+ C sen’6) + x'y'[— 2A cos senf + B(cos?6 — sen’6)+2C senf cosh |
+ y'%(A sen?0 — B senf cosf + C cos>0)+ x'(D cosd + E senf)+ y'(— D send + E cosf)+ F =0

A fim de que a equacdo tenha exatamente a forma A'x">+ C'y'? +D'x’ + E'y' + F = 0, o coeficientente do termo x'y’
deve ser zero, isto €,

— 2A cos senf + B(cos?>8 — sen’0) +2C senf cosd = 0
— A sen26 + B cos26 + Csen26 = 0
(A — C)sen26 = B cos26

Portanto, se A = C, entdo B cos26 = 0, assim, 20 = 90°ou 6 = 45°. Caso contrario, divida ambos os lados por (A — C)
c0s20 para obter

sen20 B

cos20 A —C
B

tg20—A_C

Essa equacdo terd um angulo agudo como solucdo para 6.

Encontre um angulo apropriado para rotacionar os eixos e esbocar um grafico da equacao
3x% — 2\/§xy + 32+ 2x + 2\@)} =0.

AquiA=3,B= —2\/5, C = 1;logo, faga

A—-C 3

B —_\/E:_\/g

tg20 =
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A menor solucd@o dessa equacdo € dada por 20 = 120°, isto €, = 60°. Uma vez que sen 60° = V312 € cos60° = %, as

equagdes de transformacao sdo:

x = ’\@ x’\/§+ !
Ty Ve XVITY
2

Y = ) y =

Substituindo essas na equagdo original e, em seguida, fazendo a simplificagdo, resulta:

(Y (PR (S <)

2 2
,’\/§+ !
+2\/§(7x 5 y>=0

X3 -6+3) + Y (—6V3I+4AVI+2V3) 42046+ 1) K2+ 6) +y(—2V3 +2V3) .
4 * 2 -
492 + 4x' =0

yrz = —y'

Portanto, no sistema rotacionado, o grafico da equagdo € uma parabola cujo vértice € o ponto (0,0) e cuja concavidade
¢é a esquerda. O gréfico € mostrado na Fig. 39-3.

Figura 39-3

39.4 Tsole nas equacdes de transformagdo x” e y’ em termos de x e y para encontrar as equacdes de transformacdo
reversa.

Escreva as equagdes de transformagio na forma usual como equagdes em x’ e y':
x'cosf — y'senf = x
x'senf + y'cosf =y

Agora aplique a regra de Cramer para obter:

x —senf cosf x
y cos 6 senf y
X' = +——————— = xcosf + ysenf y =+———"———= —xsenf + ycosf
cosf —senf cosf —senf
sen 6 cos 6 sen 6 cos 6

39.5 Encontre equacdes de transformac@o apropriadas para rotacionar os eixos e esbogar um grafico da equagao
2x* = 3xy — 2y + 10 = 0.
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AquiA =2,B= —-3,C= —2;logo, faca
tg26 =

W

B _ -3 _ 3
A-C 2-(-2 4

Uma solugdo exata dessa equagao ndo € possivel, mas também néo € necessdria, ja que senf e cosf podem ser encontra-
dos pelas formulas de meio angulo. Assuma a menor solucdo da equagdo, com 90° < 20 < 180°, entdo, como sec26 =

\/ 3)2 5 1 4
— 2 = — = = —-= = = ——
1+ tg*26 1+ < 2 4,c0s20 sec20 5

Logo, ja que 45° < 6 <90°,

0= 1 — cos260 l_(_4/5), 1773
sent 2 2 N0 Vo

g — |1+ cos20 _ L+(45 1 1
8T 2 2 N0 g

Portanto, as equagdes de transformagdo para rotacionar os eixos e eliminar o termo xy sdo:
x' =3y’ 3+ y
x=—-—"7 y=
V10 V10
Substituindo essas equagdes na equacio original e, em seguida, fazendo a simplificacéo, resulta:
x' = 3y"\2 X' =3y \/3x" +y 3x" + y"\?
(o) (0 OV ) - S+ -
10 10 10 10

X22-9—-18) +xy (=12 +24 - 12) + y(18 + 9 — 2)

10 +10=0
—25x"2 4+ 25y'? 10-0
10 +10=
v
4 3

Portanto, no sistema rotacionado, o grafico da equacéo € uma hipérbole na posi¢@o usual, com eixo focal sobre o eixo
x" e assintotas y’ = *x'. Para esbogar o gréfico, observe que os eixos foram rotacionados por um angulo 6 com tg 0
= 3; logo, o eixo x" tem precisamente coeficiente angular 3 em relagio ao antigo sistema de coordenadas. O grafico,
juntamente com as assintotas, € mostrado na Fig. 39-4.

\ ¥ ¥
\ !
\ /
\ 3 /
\ !
N2 \/\_/
' \ H 7
Ny {
Yoo N/
~~~~~~~ NPt
S
A ¥
-4 -2 N2 4
e I RS
. H \
- ! .
/ \
! \
,‘" -3 \\
S \
T 4 A
Figura 39-4

39.6 No problema anterior, (a) encontre as coordenadas dos focos nos sistemas novo e antigo; (b) encontre as
equacdes das assintotas no sistema antigo.
(a) Da equagdo de hipérbole no sistema novo, a = b = 2;logo,c = Va? + b> = 2V2.
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Portanto, as coordenadas dos focos no novo sistema sdo (x', y') = (i2\6,0). Para transformar essas coordenadas
para o sistema antigo, use as equagdes de transformagao:

1 3
x = x'cosf — y’senf = i2\[2<7) - 0<—> = +
V10 V10

3 1 6
y = x"senf + y’cosf = i2\/§<7) + 0<7> = +—
V 10

Logo, as coordenadas dos focos no sistema antigo sao (x, y) = (%, %) e(x,y) = (—%, —%)

S

(b) As equagdes das assintotas no sistema novo s3o y’ = = x’. Para transformar para o sistema antigo, use as equagoes
de transformac@o reversa:

, 0+ 0 x + 3y , 0+ 0 —3x +y
x' = xcos ysenf = y' = —xsen ycosh = ————
V10 V10
o, , —3x+y x4+ 3y . . ~ , /
Entdo, y’ = x’ torna-se = ,ou, depois da simplificagdo, —2x = y; ey’ = —x’ fica

Vio  Vio

), ou, depois da simplifica¢do, x = 2y.

“3x+y <x+3y

Vio  \Vio

Problemas Complementares

39.7 Complete o Problema 39.1 mostrando que uma rotagdo através de um angulo 6 transforma y de acordo com a equacio
de transformacéo y = x'senf + y’cosf.

39.8 Encontre um angulo apropriado para rotacionar os eixos e eliminar o termo xy na equagao
21x% = 10xy’ V3 + 31y> = 144,

Resp. 30°

39.9 Encontre a equacdo na qual 21x? — 10xy\/§ + 31y? = 144 é transformada pela rota¢do do problema anterior e esbo-
ce o grafico.

X Y
Resp. Equacdo: 9 + 7= 1. Ver Fig. 39-5.

Figura 39-5

39.10 Mostre que a equagdo x> + y> = r?ndo muda (€ invariante) sob uma rotagdo de eixos por qualquer angulo 6.

39.11 Encontre as equagdes de transformagao para rotacionar os eixos através de um angulo apropriado para eliminar o ter-
mo xy na equagdo 16x + 24xy + 9y? + 60x — 80y + 100 = 0.

4x" — 3y’ 3x' + 4y’
Resp.x=f, y=f
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39.12 Encontre a equagio na qual 16x* + 24xy + 9y* + 60x —80y + 100 = 0 € transformada pela rota¢do do problema ante-
rior e esboce o grifico.

Resp. Equagdo: x'>= 4(y’ — 1). Ver Fig. 39-6.

Figura 39-6

39.13 Mostre que, ao transformar a equagdo Ax> + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 por qualquer rota¢do dos eixos em uma
equagdo da forma A'x"?> + B'x'y’ + C'y’?+ D'x' + E'y’ + F = 0, a quantidade A + C serd igual a quantidade A’ +
C'. (Sugestdo: veja o Problema 39.2 para expressoes para A’ e C'.)

39.14 Encontre as equagdes de transformacdo para rotacionar eixos através de um angulo apropriado para eliminar o termo
xy na equagio 3x> + 8xy — 3y* — axV'5 + 8y Vs =o.
2x" =y’ _ x'+ 2y
Vs T
39.15 Encontre a equag@o na qual 3x> + 8xy — 3y* — 4x \/g + 8y \/ = 0 € transformada pela rotacio do problema ante-
rior e esboce o grifico.

’ 722 ”
( i ) — X = 1. Ver Fig. 39-7.

Resp. x =

Resp. Equacdo:

— X
10 2574
' -5
-1.5
-10

Figura 39-7



Capitulo 40

Secoes Conicas

DEFINICAO DE SECOES CONICAS

As curvas que resultam da intersecao de um plano com um cone sao chamadas de se¢cdes conicas. A Fig 40-1 mos-
tra as quatro possibilidades mais importantes: circulo, elipse, pardbola e hipérbole.

ZX]

Circulo Elipse Pardbola Hipérbole

Figura 40-1

Casos degenerados aparecem em situacdes excepcionais; por exemplo, se o plano na primeira figura que intercep-
ta o cone em um circulo fosse abaixado até que passasse somente através do vértice do cone, o circulo “degenera-
ria” para um ponto. Outros casos degenerados sdo duas retas se interceptando, duas retas paralelas, uma reta ou
nenhum gréfico.

CLASSIFICAGAO DE EQUAGCOES DE SEGUNDO GRAU

O grifico de uma equagdo do segundo grau com duas varidveis Ax> + Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0 é uma se¢io
conica. Ignorando os casos degenerados, as possibilidades sdo as seguintes:

A. Se nenhum termo xy esta presente (B = 0):

. Se A = C o gréfico € um circulo. Caso contrario A # C; entdo:
. Se AC = 0 o grafico € uma pardbola.

. Se AC > 0 o grafico € uma elipse.

. Se AC < 0 o grifico € uma hipérbole.

B O R S
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B. Em geral:

1. Se B>~ 4AC = 0 o gréfico € uma pardbola.
2. Se B*— 4AC < 0 o grifico é uma elipse (ou circulo se B = 0,A = C).
3. Se B*— 4AC > 0 o gréfico é uma hipérbole.

A quantidade B*> — 4AC é chamada de discriminante da equagio de segundo grau.

Exemplo 40.1 Identifique a curva com equagdo x> + 3y? + 8x + 4y = 50, assumindo que o gréfico existe. B =
0.ComoA =1eC =3,AC =3 >0, o grifico é uma elipse.

Exemplo 40.2 Identifique a curva com equagdo x* + 8xy + 3y? + 4y= 50, assumindo que o grafico existe.
ComoA=1,B=8,C=3,B>—4AC=8—4-1-3=52>0, o grafico é uma hipérbole.

Problemas Resolvidos

40.1

40.2

Obtenha o esquema para a classificagio de equacgdes do segundo grau com B = 0.
Primeiro observe que qualquer equagdo desse tipo tem a forma Ax* + Cy*+ Dx + Ey + F = 0.

1. Se A = 0, o quadrado pode ser completado em y para resultar C(y — k)*= —D(x — h); se C = 0, o quadrado pode
ser completado em x para resultar A(x — h)> = —E(y — k). Essas sdo reconhecidas como equagdes de pardbolas com
orientacdo usual, correspondendo ao caso AC = 0.

2. Considerando outro caso, nem A e nem C sdo zero. Entdo, o quadrado pode ser completado em x e y para resultar
A(x — h)*+ C(y — k)*>= G. Os seguintes casos podem ainda ser identificados.

3. G = 0. A equagio representa uma sec¢do conica degenerada, um ponto ou duas retas.

x=h? &=k’

4. G # 0. Se A e C t&€m sinais opostos, a equacao pode ser escrita como P *1, que € a equacdo

de uma hipérbole, correspondendo ao caso AC < 0. Se A e C t€ém o mesmo sinal de G, a equac@o pode ser escrita

— )2 — k)2
“-h 0=k

3 3 = 1. Entao, se os denominadores sfo iguais, essa € a equacdo de um circulo; se nio, é
m n

como

a equacdo de uma elipse, com AC > 0. Finalmente, se A e C tém sinal oposto de G, a equagdo representa uma se¢iao
coOnica degenerada, consistindo de nenhum ponto.

Lembre que uma rotagdo de eixos por qualquer angulo 0 transforma uma equagédo de segundo grau
da forma Ax*> + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 em outra equagio de segundo grau na forma
A'X?+ B'x'y + C'y'? + D'x' + E'y' + F = 0. Mostre que, independentemente do valor de 6,
B> —4AC = B"? —4A'C'".

No Problema 39.2 foi mostrado que rotacionar eixos por um angulo 6 transforma a equagdo

Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0 fazendo as substitui¢cdes x = x'cosf — y’senf, y = x'senf) + y'cosf
e resultando:

X"%(A cos?0 + B cos senf+ C sen’0) + x'y'[— 2A cosf senf + B(cos>0 — sen’6) +2C senf coso |
+ y'%(A sen’6 — B senf cosO + C cos?0)+ x'(D cosf + E senf)+ y'(— D senf + E cosf)+ F =0
Comparando isso com a forma A'x'> + B'x'y’ + C'y'>+ D'x’ + E'y’ + F = 0, mostra-se que
A" = A cos?0 + B cos6 senf + Csen’0
B’ = — 2A cos6 senf + B(cos>0 — sen’0)+2C senf cosh

C' = Asen’0 — B senf cosf + C cos*6

Portanto,

B2 —4A'C’" = [— 2A cos0 senb + B(cos>0 — sen’6) +2C send cosh]’
—4(Acos’0 + B cosf senf+ C sen’0)(A sen’6 — B senf cosh + C cos?0)



@ »—————  Pre-Cilcuo

40.3

40.4

40.5

Expandindo e juntando os termos semelhantes resulta
B'2 — 4A'C’' = A*(4cos®Osen’ 0 — 4cos?Osen” 0)+ B2(cos* — 2cos*Psen’ O + sen* O+4cos’Osen’ 0)
+C*(4cos’fsen’ 0 — 4cos?Osen’ 0)+ AB(—4cos’0send + 4coshsen® O+4cos*Osend — 4cosfOsen’d)
+AC(— 8 sen® Ocos? 6— 4cos* O — 4sen* 0) + BC(4cos® Osenf— 4cosfsen’® O — 4cos® Osend + 4coshsen’ 0)
Os coeficientes de A%, C?, AB e BC se reduzem a zero e o lado direito se reduz a:
B'2 — 4A'C’' = B*(cos*0 + 2cos’0sen’ 0+ sen*0) — 4AC(cos* 0 + 2cos? Osen’ 0+ sen* )
= (B> — 4AC)(cos%0 + sen’0)*
= B>—4AC

Essa igualdade € frequentemente referida da seguinte forma: a quantidade B> — 4AC € invariante sob uma rotagio de
eixos por qualquer angulo.

Obtenha o esquema de classificagdo geral para equacdes de segundo grau.

A equacgdo geral de segundo grau tem a forma Ax> + Bxy + Cy*>+ Dx + Ey + F = 0. Se B # 0, entdo foi mostrado no
capitulo anterior (Problema 39.2) que existe um angulo 6 através do qual os eixos podem ser rotacionados de maneira
que a equagdo assume a forma A’x'2+ C'y">+ D'x’ + E'y’ + F = 0. Logo, essa € a equagio de

1. Uma pardbolase A'C" = 0
2. Umaelipsese A'C' >0
3. Uma hipérbole se A'C " < 0

Para a equagdo transformada, o discriminante torna-se B> — 4AC = —4A’C’. Por essa razdo, no caso 1, o discriminan-
te original B> — 4AC = 0, no caso 2, B> — 4AC < 0 e no caso 3, B> — 4AC > 0. Resumindo, a equagio
Ax*>+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0 representa

1. Uma parébola se B2 — 4AC = 0
2. Uma elipse se B> — 4AC < 0 (ou circulo se B=0,A = C)
3. Uma hipérbole se B2 — 4AC > 0

Aqui os casos degenerados sdo omitidos e € assumido que a equagdo tem um gréfico.

Identifique as seguintes expressdes como equagdes de um circulo, uma elipse, uma pardbola ou uma hipér-
bole:

(a) 3x*+ 8x + 12y = 16; (b) 3x* — 3y* + 8x + 12y = 16;

(c) 3x2+ 3y*+ 8x + 12y = 16; (d) 3x* + 4y* + 8x + 12y = 16

(a) Aqui,B=0,A=3eC=0.ComB =0, comoAC = 0, essa € a equacdo de uma parabola.
(b) Aqui, B=0,A=3eC= —3.Com B = 0, como AC < 0, essa € a equagdo de uma hipérbole.
(¢) Aqui, B=0,A = C = 3. Portanto, € a equag@o de um circulo.

(d) Aqui,B=0,A=3eC=4.ComB = 0, como AC > 0, essa € a equagdo de uma elipse.

Identifique as seguintes expressdes como as equagdes de um circulo, uma elipse, uma pardbola ou uma
hipérbole:

(a) 3x>+ 8xy + 12y = 16; (b) 3x* + 8xy—3y*+ 8x + 12y = 16
(¢) 3x*+ 6xy + 3y*+ 8x + 12y = 16; (d) 3x> + 2xy + 3y*+ 8x + 12y = 16

(a) Aqui,A = 3,B =8¢ C = 0. Desse modo, B> — 4AC = 8*— 4 -3 -0 = 64 > 0. Logo, essa ¢ a equagio de uma
hipérbole.

(b) Aqui,A =3,B =8¢ C = —3. Desse modo, B> — 4AC = 8 — 4 - 3(—=3) = 100 > 0. Logo, essa € a equagio de

uma hipérbole.

(¢) Aqui,A =3,B =6¢ C = 3.Desse modo, B> — 4AC = 6> — 4 -3 -3 = 0. Logo, essa € a equagdo de uma
pardbola.

(d) Aqui,A =3,B =2e C = 3.Desse modo, B> — 4AC = 2> — 4 -3 .3 = —32 < 0. Logo, essa € a equa¢io de uma
elipse.

Nota: Ja que B # 0 em todos esses casos, nenhuma delas pode ser a equagio de um circulo.
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40.6 Pode ser mostrado que, em geral, para qualquer elipse ou hipérbole, existem duas retas chamadas diretrizes,
perpendiculares ao eixo focal € com uma distancia a /e = a*/ ¢ do centro, tais que a equagdo da curva pode
ser obtida da relagdo PF = e - PD, onde PF ¢ a distancia de um ponto pertencente a curva a um foco, e PD
a distancia perpendicular a diretriz (ver Figs. 40-2 e 40-3).

Assintota y Assintota,
Diretriz y Diretriz \ A /
Foco X Foco >

0CcO F[(—C, 0) Fz(C, 0)
Lo PN ) X
Veértice (4, O\ " F,(c, 0) Fy(c, QYVértiCe(a, 0)
Diretriz  Diretriz

Figura 40-2 Figura 40-3

Encontre as diretrizes e verifique a deducdo da equacdo a partir de PF' = e - PD para os seguintes casos:
2
(a) aelipse xz + 3% = 1;(b) a hipérbole x* — y* = 1

(a) Aqui,a=2,b=1,c = \/a2 - b= \/4 - 1= \/g Portanto, e = c/la = \/5/2. As diretrizes, entdo, sio as
retas verticais x = *ale = =2 + \/3/2 = *4/\/3.A relacdo PF = e - PD torna-se

Vi = V3p + y =%

4

X - —

V3

Elevando ao quadrado ambos os lados e simplificando resulta:

x2—2x\/§+3+y2=§<x2—ix+&)

4 NG 3

%xz —2V3 + 4

(escolhendo foco e diretriz do lado direito)

x2—2x\/3+3+y2

X

4

(b) Aqui,a=1,b=1,c¢ = Vae+pr=V1+1=V2 Portanto, e = cla = /2. As diretrizes, entio, sio as
retas verticais x = *ale = =1/\V/2.A relacdo PF = e - PD torna-se

\/(x—\f2)2+y2:\@x—%

Elevando ao quadrado ambos os lados e simplificando resulta:

x2—2x\6+2+y2:2(x2—ix+l)

V22
R-uV2+2+y2 =22 -2V2+1
X+ yY+2=22+1

+y2=1

‘ (escolhendo foco e diretriz do lado direito)

1 =2 — yz
Nota: Se a excentricidade de uma pardbola € definida como 1, entdo, a relacdo PF = e - PD pode ser vista como des-
crevendo todas as trés segdes cOnicas nao circulares: pardbola, elipse e hipérbole.
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40.7 Mostre que, em coordenadas polares, a equacio de uma se¢do conica com (um) foco no polo e diretriz sen-

do alinha r cos § = —p, pode ser escrita como
_ 4
"7 1 = ecosh
Ver Fig. 40-4.
d y
S
D A P(r,6)

YN

Figura 40-4

Do problema anterior, uma se¢do conica pode ser definida pela relagdo PF = e - PD. Aqui, o foco € na origem, logo, a
distancia de um ponto na se¢@o cOnica ao foco PF = r. A distancia de P a diretriz € dada por

PD = PA + AD = rcosf + p.

Logo
PF =¢-PD
r = e(rcosf + p)
r = recost + ep
r — recos = ep
r(l — ecosh) = ep
ep
"7 1 = ecost

40.8 Identifique as equagdes a seguir como sendo de elipse, hipérbole ou pardbola:
4 4 4

(@ r= 1 - cosH;(b)r 1 20050;(c)r T2~ cosh
e
(a) Comparando a equagdo dada com r = ﬁ, e = leep = p =4, logo, essa € a equagio de uma paribola.
e
(b) Comparando a equagdo dada com r = %, e =2eep=2p=4,p=2logo, essaéaequagdo de uma
hipérbole.
~ _ ep 2 ~ 1
(c) Para comparar a equacdo dada comr = 1 — ecos g Feescreva-acomo r = ———— Entdoe = 7€
‘ 1 — 5cosf
ep = lp = 2,p = 4,logo, essa € a equacdo de uma elipse. 2

2
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Problemas Complementares

40.9 Identifique as seguintes expressdes como as equacdes de um circulo, uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole:
(a) x*+ 2y* — 2x + 3y = 50; (b) x> — 2x + 3y = 50; (c) x> — y* — 2x + 3y = 50;
(d) y*— 2x + 3y = x>+ 50; (e) 2x*+ 2y*— 2x + 3y =50

Resp. (a) elipse; (b) pardbola; (¢) hipérbole; (d) hipérbole; (e) circulo

40.10 Identifique as seguintes expressdes como as equagdes de um circulo, uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole:
(a) x>+ 2xy + y*— 2x + 3y = 50; (b) 2xy + y* — 2x + 3y = 50; (¢) X* + xy + y* — 2x + 3y = 50;
(d) x>+ 4xy + y*— 2x + 3y = 50; (e) (x — y)* + (x + y)* — 2x = 50

Resp. (a) pardbola; (b) hipérbole; (c) elipse; (d) hipérbole; (e) circulo
40.11 As seguintes equagdes representam tipicas segdes conicas degeneradas. Por fatorac@o ou outras técnicas algébricas,
identifique os graficos:
(@) X*+xy—3x=0;) ¥*—2xy +y’=81;(c) ¥+ dxy + 4>+ 2x + 4y + 1 = 0;
D2+ y* =4y +16=0;(e) 2 +4x +y*— 4y +6=0
Resp. (a) x = 0 oux + y = 3, duas retas que se interceptam; (b) x — y = *9, duas retas paralelas;
(¢)x + 2y+ 1 = 0, uma reta; (d) 2x*> + (y — 2)>= —12, nenhum ponto;
(e) 2(x + 1)+ (y — 2)*>= 0, o grafico contém um ponto: (—1,2)

-
%3
INES

40.12 Encontre as diretrizes para os graﬁcos das seguintes equagdes: (a) Z + % = 1;(b) 9

Resp. (a)y = \/ i(b)y = T

40.13 Mostre que, em coordenadas polares, a equagdo de uma se¢do conica com (um) foco no polo e tendo como diretriz a
linha r cos 6 = p, pode ser escrita como
ep
r=4—7T——""75
1 + ecosf

40.14 Identifique cada uma das equacdes a seguir como sendo de elipse, hipérbole ou parabola:
_ 12 _ 12 _ 12 _ 12
@r= 3 - cosO’(b)r 1 +3cost9’(c)r 1+ cos@’(d)r 3 — 8cosf

Resp. (a) elipse; (b) hipérbole; (¢) pardbola; (d) hipérbole

40.15 Mostre que, em coordenadas polares, a equagdo de uma segao conica com (um) foco no polo e tendo como diretriz a
linha r sen 6 = p, pode ser escrita como
ep
r=-—
1 + esenf
40.16 Mostre que, em coordenadas polares, a equagio de uma se¢@o conica com (um) foco no polo e tendo como diretriz a
linha r sen § = —p, pode ser escrita como
ep

P T T —eseno
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Sequéncias e Séries

DEFINICAO DE SEQUENCIA

Uma sequéncia € uma func@o cujo dominio sdo os nimeros naturais (sequéncia infinita) ou mesmo subconjuntos
dos nimeros naturais de 1 até um niimero maior (sequéncia finita). A notagdo f (n) = a, € usada para denotar as
imagens da funcdo: os a,, a,, a,,... sdo chamados de primeiro, segundo, terceiro, etc. fermos da sequéncia, e a, €
dito o n-ésimo termo. A varidvel independente n € chamada de /ndice. A menos que seja especificado o contrario,
uma sequéncia € assumida como uma sequéncia infinita.

Exemplo 41.1 Escreva os primeiros quatro termos da sequéncia dada por a, = 2n.
a=2-1,a,=2-2,a,=2-3,a,= 2 4. A sequéncia poderia ser escritacomo 2-1,2-2,2-3,2-4, ... ou2,4,
6,8, ....

Exemplo 41.2 Escreva os primeiros quatro termos da sequéncia dada por a, = (—1)".

a,=(—D"Ya,= (=12 a,= (—1) a,= (—1)*. A sequéncia poderia ser escrita como (—1)', (= 1)% (= 1)%, (= 1)*,...
ou—1,1,—-1,1,..

ENCONTRANDO O N-ESIMO TERMO DE UMA SEQUENCIA

Dados os primeiros termos de uma sequéncia, um exercicio comum € determinar o n-€simo termo, isto €, uma
férmula que ird gerar todos os termos. De fato, tal férmula ndo € unicamente determinada, mas em muitos casos
uma férmula simples pode ser desenvolvida.

Exemplo 41.3 Encontre uma férmula para o n-ésimo termo da sequéncia 1, 4, 9, 16,...

Observe que os termos sdo todos quadrados perfeitos e a sequéncia poderia ser escrita 1%, 2%, 3%, 42,...
Portanto, o n-ésimo termo da sequéncia pode ser dado como a, = n’.

SEQUENCIA DEFINIDA RECURSIVAMENTE

Uma sequéncia € definida recursivamente especificando-se o primeiro termo e definindo os termos seguintes em
relac@o aos anteriores.

Exemplo 41.4 Escreva os primeiros quatro termos da sequéncia definida pora, = 3,a,=a,_, + 7,n> 1.

n n
Paran=1,a,=3

Paran=2,a,=a,_+7=a,+7=3+7=10
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Paran=3,a,=a,_+7=0a,+7=10+7=17
Paran=4,a,=a, +T7=a,+7=17+7=24

A sequéncia pode ser escrita como 3, 10, 17, 24,....

DEFINICAO DE SERIE

Uma série € a soma indicada dos termos de uma sequéncia. Nesse caso, se a,, a,, ds,...d,, 30 0s m termos de uma
sequéncia finita, entdo, associada a sequéncia estd a série dada por a, + a, + a, +... + a,,. As séries sao frequente-
mente escritas usando a notacao de somatdrio:

a ta,ta+ - +a = Eak

Aqui Y, € chamado de simbolo do somatdrio e k é chamado de indice do somatério ou apenas indice. O lado direito
dessa defini¢do € lido “a soma dos a,;, com k variando de 1 a m”.

5
Exemplo 41.5 Escreva na forma expandida:

“~ K
k=1
Substitua k, em ordem, pelos inteiros de 1 a 5 e adicione os resultados:
S 11 1,1 1,1, 1
e ututatata-ltitotigts

SERIES INFINITAS

A soma de todos os termos de uma sequéncia infinita € chamada de série infinita e € representada pelo simbolo:
o

k
k=1

Séries infinitas geralmente sdo discutidas em cursos de cdlculo; um caso especial (série geométrica infinita) € tra-
tado no Capitulo 43.

O SiMBOLO FATORIAL

Uma definicdo qtil € o simbolo de fatorial. Para nimeros naturais n, n! (pronuncia-se n fatorial) € definido como o
produto dos nimeros naturais de 1 até n. Entao,

=1 21=1-2=2 31=1-2-3=6 41=1-2-3-4=24

e assim por diante. Como caso especial, 0! € definido como sendo igual a 1.

Problemas Resolvidos

41.1 Escreva os quatro primeiros termos das sequéncias especificadas por
(@ a,=2n—10b) b,=6 —4n(c) c,=2"(d) d, =3(—2)"

@a=2-1-1=1a,=2-2-1=3,a;=2-3—-1=5,a,=2-4—1="7.A sequéncia poderia ser escrita
como 1, 3,5,7,....

b)yb,=6—-4-1=2,b,=6—-4-2=-2,b,=6—-4-3=—-6,b,=6—4-4= —10. A sequéncia poderia ser
escrita como 2, —2, —6, —10,....

() ¢ = 2l =12, c, = 22 =4, cy = 23 =3, = 24 =16. A sequéncia poderia ser escrita como 2, 4, 8, 16,....
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(d) d, =3(-2)' = —6,d, = 3(—2)* = 12,d, = 3(—2)* = —24,d, = 3(—2)* = 48. A sequéncia poderia ser escrita
como —6, 12, —24,48,....

41.2 Escreva os quatro primeiros termos das sequéncias dadas por
o o 'V
@ a,= 5,51 0) b, = 3,751 () ¢, = sen T} () d, = ¢,

+ D(n + 2)
@a -t -1, 1, __1 _ 1 __1 _1
DOH=3T+1 #%2732+1 7%9733+1 10% " 34+1 13
_ 12 _ _ 22 _ _ 32 _2 _ 42 _§
b =313 =bh=37 3= h=33 3734375
(c)clzsenﬂ-41:L,czzsean'z:1,c3:sen743—L,c4:senw4420
V2 V2
Lo CEDNVU oy V2 Ve VB VS
Dd=aipi+y- L~ g+ne+y - 125 G+D3+2 200

Lo EDVE Vi

s+ T @G+ DAE+2 30 15

41.3 Escreva o décimo termo de cada uma das sequéncias do problema anterior.

-1 poo—= 102 25
%o =310+ 1 31 0=3710-2 7

—een ™10 4 - =D"VI0O V1o
€0 = 4 - 107 (10 + )(10 +2) 132

41.4 Escreva os quatro primeiros termos das seguintes sequéncias definidas recursivamente:

a
(@) a,=1,a,=na +2,n>1(c)a, = >

n n—1°

n>10) a =1a,=a

n n—1

4
(a) Paran=1,a, =1 (b) Paran=1,a, =1
Paran=2,a,=2a, ,=2a,=2-1=2 Paran=2,a,=a, | +2=qa +2=1+2=3
Paran=3,a, =3a;_,=3a,=3-2=6 Paran=3,a,=ay,_ | +2=a,+2=3+2=35
Paran =4,a,=4a, ,=4a;=4-6=24 Paran=4,a,=a, +2=0a;+2=5+2=7
(c) Paran=1,a, =12
_ T R B VN
Paran =2,a, = 1 - 4°- 2 =3
%43
Paran =3,a, = 7~ 2 "4
- o %34 3
Paran =4,a, = 7 =2 -4 16

41.5 A sequéncia definidapora, =1,a,=1,a,=a
Escreva os primeiros 6 termos dessa sequéncia.

.1 ta,_, n>2,¢échamada uma sequéncia de Fibonacci.

Paran=1,a, =1 Paran=2,a,=1
Paran=3,a,=a,+a,=1+1=2 Paran=4,a,=a;+a,=2+1=3
Paran=5,a;,=a,+a;,=3+2=5 Paran=6,a,=a;+a,=5+3=28

A sequéncia poderia ser escrita como 1, 1, 2, 3, 5, §,....

41.6 Encontre uma férmula para o n-ésimo termo de uma sequéncia cujos primeiros quatro termos sdo dados por:

111 123 4
(a) 2,4,6,8,... (b) 3507 (c) —1,2,—4,8,...(d) 257017
(a) Comparando os termos da sequéncia com n = 1, 2, 3, 4,... percebe-se que os termos individuais sdo, cada um,
duas vezes o indice n do termo. Portanto, uma possivel férmula seria a, = 2n.

. . 1111 . .
(b) A sequéncia pode ser escrita como T35 7 portanto, comparando os denominadores com a sequéncia
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anterior percebe-se que cada denominador € 1 a menos que 2, 4, 6, 8,..., logo, pode ser escrito como 2n — 1.
1

2n — 17

(c) Os valores absolutos dos termos da sequéncia sdo poténcias de 2, isto €, 2°, 2!, 2%, 2%; comparando isso comn = 1,
2,3, 4,... sugere que o n-ésimo termo tem valor absoluto 2"~ '. O fato de que os sinais dos termos sdo alternados
pode ser representado (em mais de uma maneira) por sucessivas poténcias de — 1, por exemplo, (—1)!, (—1)?,
(=1)% (—=1),.... Portanto, uma possivel férmula seria a, = (—1)2" ~ ..

Assim, uma possivel férmula seria a, =

(d) Um padrdo para os denominadores pode ser encontrado comparando com a sequéncia 1, 4, 9, 16,... do Exemplo 41.3;

uma vez que cada denominador € 1 a mais que o correspondente termo dessa sequéncia, eles podem ser representados
n

n2 + 1’

por n* + 1. Os numeradores sdo iguais aos indices dos termos; portanto, uma possivel férmula seria a, =

41.7 Escreva cada série na forma expandida'

(@) E<6k+ 1); (b) E - (©) E( 1)/~ 1(5)); (d) E

(a) Substitua k na expressdo 6k + 1 para cada um dos nlimeros naturais de 1 a 4 e coloque um simbolo de adi¢do entre
os resultados:
4
D@+ D=06-1+D+6-2+D)+63+1)+6-4+1)=7+13+19+25=64
K=1
(b) Observe que foi usada a letra j para o indice. Qualquer letra pode ser usada, mas utiliza-se com mais frequéncia i, j
e k. Substitua j na expressao que segue o simbolo de somatério e substitua cada um dos nimeros naturais de 1 a 5,
colocando um simbolo de adi¢do entre os resultados.

2 5

Jo 1 2 3 4 5 1 3 4
10717 T 26

= + + + + =
=+l P+ 22+10 341 42+1 52+10 2

+

o

Nesse contexto, nem sempre € necessdrio terminar as contas; se desejar, a adi¢do pode ser efetuada, resultando em

3597
3510 = 1.6276.

(c) Observe que o indice comeca com 3; ndo hd exigéncia que uma série deva comecar do indice 1. Substitua j na
expressao que segue o simbolo de somatério por cada um dos niimeros naturais de 3 a 20, colocando um simbolo
de adi¢@o entre os resultados.

20
2EDTE) = (DG (IS A+ (CD)PTNES) e (15 20)
ji=3

=15-20+25—--- — 100

Se existe um nimero considerdvel de termos, como nesse caso, nem todos os termos sdo escritos explicitamente; a
sequéncia de trés pontos (reticéncias...) € o simbolo usado.

(d) Aqui a incdgnita no alto do simbolo do somatdrio indica que o nimero de termos ndo € declarado explicitamente.
Escreva os primeiros termos e o dltimo; use o simbolo de reticéncias.

P
k* 22 3 pr
EF !+§+ T

41.8 Escreva as seguintes séries na forma expandida:

1
(@) E’“ 0 2( 1~ 11k (c) E(

(a) Substitua k na expressdo que segue o simbolo de somatério e cada um dos nimeros naturais de 1 a 3 e, entdo,
coloque um simbolo de adicio entre os resultados.

)kk

k+1 1+1 2+ 1 341 3
X X X X X
+ + 2
&k 1 2 3 . 2

it

(b) Substitua k na express@o que segue o simbolo de somatorio e cada um dos nimeros naturais de 1 a 5 e, entdo,
coloque um simbolo de adigdo entre os resultados.
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5
2(_1)k71xk — (_1)171xl + (_1)271x2 + (_1)371x3 + (_1)471x4 + (_1)57Ix5
k=1
=x -2+ -x+x

(c) Substitua k na expressdo que segue o simbolo de somatério e cada um dos nimeros naturais de 0 a 4 e, entdo,
coloque um simbolo de adicdo entre os resultados.

(ChE D (DY D D (D
STk T o 1! 2! 3! 41
S ol

2

+£0u1 x +

R
2 6

1 X X X
[T TR T}
41.9 Escreva as seguintes séries em notagéo de somatériO'
1 4 4 ¥
(a)3+6+9+12+15(b)*—z+§—ﬁ,(6)4+§+§+ : 729(d)*+7+€+ﬁ

(a) Comparando os termos da sequéncia com k = 1, 2, 3, 4,... parece que os termos individuais sdo, cada um, 3 vezes
o indice k do termo. Assim, uma possivel férmula para os termos seria a, = 3k; existem cinco termos, logo, a série
5

pode ser escrita como 2 3k.
K=1

(b) Comparando os termos da sequéncia com k = 1, 2, 3, 4,... parece que os denominadores sio poténcias de 2: 2!, 22,
23,.... O fato de que os sinais dos termos sdo alternados pode ser representado pelas poténcias sucessivas de —1,
por exemplo, (—1)°, (—1)!, (—1)?,.... Portanto, uma possivel férmula para os termos seria a, = (— DF~ /2% ha

4

quatro termos, logo, a série pode ser escrita como 2, (— 1)k~ 1/2,
=1

(¢) Comparando os termos da sequéncia com k = 1, 2, 3, 4,... sugere que os denominadores sdo poténcias de 3: 3%, 31,

32,.... Assim, uma possivel férmula para os termos seria a, = 4 / 3*~!. Como o tltimo termo tem denominador 729
7

= 36 fazendo 6 = k — 1 resulta k = 7, existem sete termos, logo, a série pode ser escrita como E 4/3%~ 1,
k=1

(d) Comparando os termos da sequéncia com k = 1, 2, 3, 4,... sugere que os denominadores podem ser representados

como fatoriais; uma possivel férmula para os termos seria a, = x*/ k!; existem quatro termos, logo, a série pode
4

ser escrita como 2 xkk!.
K=1

Problemas Complementares

41.10 Escreva os primeiros quatro termos das seguintes sequéncias: (@) a, = O"’ D) a, = + PR (¢) a, =5 —2n;
d) a,=n[l —(=1)"1(e) a,=5,a,=2a, —1,n>1;() a=4a,=—a,_ /5n>1
1 1 369 12
R —_— —= 3,1,-1,-3;
. @ 15 705 1000 10000 @ § 55 5° ©
. N .
(d) 2,0,6,0;(e) 5,9,17,33; () 525 ~125
a>_ | +x
41.11 A sequéncia recursivamente definida por a, = “oa  -coma, escolhido de forma arbitraria, pode ser usada
n—1
para aproximar Vi para qualquer grau desejado de precisdo. Encontre os primeiros quatro termos da sequéncia
a_,+5
a,=2a,= P > 1e compare com a aproximacao obtida com a calculadora para V5.

n—1

Resp. 2;2,25;2,23611; 2,236068; calculadora: V5~ 2,236068

41.12 Encontre uma férmula para o n-ésimo termo de uma sequéncia cujos primeiros quatro termos sdo dados por:

a s 6 78 _9 _ X
(a) 4,7,10,13,...(b) 1, 3,5, =7,...(c 7 917 "3 () a, 2nyl
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n+5 _ o
ot 5@ a, = G

Resp. (a) a,=3n+ 1;(b) a,= (—1)""'2n — 1); (c) a, = (—1y"!

(=2 d

41.13 Escreva na forma expandida: (a) E T 3 (b) 2 T 1)’,( c) 2 m
4 =8 x4 X0 X X2 x3
R —z ~o XX, X X
esp. (a) — +3+4+ (b) + +6,+ O T3+t 75 Y76
41.14 Escreva o que se segue em notagao de somatorio:
@3 +2+3 v hmyx-20 30 —ad o6 x -3+ 3 -4

(— 1)k~ 21
Resp. (a) E 2k+ D) E(fl)kilkxk (©) Elw



Capitulo 42

O Principio da Inducao
Matematica

SEQUENCIAS DE AFIRMACOES

Afirmagdes (ou declaragdes) sobre os niimeros naturais podem ser consideradas como sequéncias de afirmacgdes P,

. . +1 .
Exemplo 42.1 A sentenga “A soma dos primeiros n nimeros naturais € igual a % ” pode ser escrita como
n(n + 1) z nn + 1) ~ ) I(1+1) )
P:1+2+34+ -+ +n= oup : Ek=7.Entao,Pleasentengal =#,P2ea

2 =, 2
22 + 1)

sentengal + 2 = 3

, € assim por diante.

Exemplo 42.2 A sentenga: “Para cada niimero natural n, n> — n + 41 é um niimero primo” pode ser escrita
como P: n* — n + 41 é um nimero primo. Entéo, P, é a sentenca: 1> — 1 + 41, ou 41 é um nimero primo, P, é a
sentenca: 2> — 2 + 41, ou 43 é um niimero primo, e assim por diante.

PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA (PIM)

Dada qualquer sentenga sobre os nimeros naturais P,, se as seguintes condi¢des forem vélidas:

1. P, € verdadeira.
2. Sempre que P, € verdadeira, P, , | € verdadeira;

Entdo, P, € verdadeira para todo n.*

PROVA POR INDUCAO MATEMATICA

Para aplicar o principio da indu¢do matemdtica a uma sequéncia de declaragdes P, :

1. Escreva as declaracdes P, P, e P, . ,.
2. Mostre que P, € verdadeira.

3. Assuma que P, € verdadeira. Dessa suposi¢do (nunca € necessario provar P, explicitamente) mostre que a P, . ,
seguinte € verdadeira. Essa prova € frequentemente chamada de passo da indugdo.

4. Conclua que P, vale para todo n.**

* N. de T.: Normalmente, esse principio é dado como um postulado da chamada aritmética elementar ou aritmética de Peano.

** N. de T.: Intuitivamente falando, a demonstracio por indugdo funciona como uma espécie de efeito “dominé”.
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FALHA DE PROVA POR PIM

Uma sequéncia de afirmagdes pode ser verdadeira somente para alguns valores de n ou pode ser verdadeira para valor
nenhum de n. Nesses casos, o principio de indu¢d@o matemadtica nao podera ser aplicado e a demonstragdo falhard.*

Exemplo 42.3 No exemplo anterior, P, P,, P.,..., até P, sdo todas verdadeiras. (P,, € a sentenca: 40> — 40 +
41, ou 1601, ¢ um nimero primo.) Porém, P,,, a sentenga: 41> — 41 + 41, ou 41% é um ndmero primo, é clara-
mente falsa. Portanto, a sequéncia de declara¢des P, € considerada como falsa em geral e, certamente, ndo pode ser
provada, apesar de algumas declaragdes individuais serem verdadeiras.

PRINCIPIO DE INDUCAO MATEMATICA ESTENDIDO

Se existe algum nimero natural m tal que todas as declaracdes P, de uma sequéncia sdo verdadeiras para n = m,
entdo, o principio estendido da indugdo matematica pode ser usado se as seguintes condi¢cdes forem satisfeitas:

1. P, ¢é verdadeira.
2. Sempre que P, € verdadeira, P, , | € verdadeira.

Entdo, P, € verdadeira para todo n = m.
Exemplo 42.4 Seja P, a sentenga: n! = 2" P,, P, e P, sdo falsas. (Por exemplo, P, € a sentenca falsa 2! = 22 ou

2 = 4.) Contudo, P, é a sentenca verdadeira 4! = 2* ou 24 = 16, e a sentenca pode ser provada como verdadeira
para todo n = 4 pelo principio de indug@o matemética estendido.

Problemas Resolvidos

nn + 1
42.1 ProveasentengaP:1 +2 +3+ -+ +n= % por indu¢do matematica.

Observe que o lado esquerdo pode ser visto como a soma dos niimero naturais até um certo n. Entdo

c 11 +1
P éasentengal = —s

5 k(k + 1)
P, éasentencal + 2 + 3+ --- +k=#,

k+ Dk+ 1) + 1]
3 .

P, ,€éasentengal +2 +3+ -+ +(k+ 1) =

a+1n _» c . [ .
———— = 5 = | é verdadeira. Assuma que P, € verdadeira para um valor

Mas P, € verdadeira, uma vez que | = 5 5

arbitrario de k.

Para mostrar que P, , | vale sob essa hipétese, observe que o lado esquerdo pode ser visto como a soma dos nimeros
naturais até k + 1, ou seja, o termo imediatamente a esquerda do tltimo € k, e P, | , pode ser reescrita como

k + Dk + 2)

P 2

il 23 k(R 1) =

Nesse caso, o lado esquerdo de P, , | difere do lado esquerdo de P, somente pelo termo adicional (k + 1). Logo, come-
¢ando com P,, o qual € assumido como verdadeiro, adicione (k + 1) em ambos os lados:

k(k + 1)
L+24+3+ - +k=—75—
k(k + 1)

T4243+ - +kt Gkt D="5"+k+D

* N. de T.: Isso ndo quer dizer que o principio da indug@o néo estda bem fundamentado. Tal principio falha quando € impossivel
provar a condi¢do 1 (P, € verdadeira) ou a condi¢do 2 (se P, € verdadeira, entdo P, ,, € verdadeira).
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42.2

42.3

42.4

Simplificando o lado direito resulta:

k(k + 1) _k(k+1) 2(k+1)_k(k+1)+2(k+1)_(k+1)(k+2)
— +k+1) = 3 + 5 = 3 = 5
Portanto, da hipétese de que P, € verdadeira, segue que

k + Dk + 2)

14243+ +k+k+1)= 5

vale. Mas essa € precisamente a sentenga P, , ;. Entdo, a validade de P, , | segue da validade de P,. Portanto, pelo prin-
cipio de indugdo matematica, P, vale para todo n.

Prove asentenca P: 1 + 3 + 5 + --- + (2n — 1) = n? por indugio matematica.
Proceda como no problema anterior.

P, éasentenca l = 1*

P, éasentengal +3 +5+ -+ + 2k — 1) = k*

P, éasentencal +3 + 5+ --- + [2(k + 1) — 1] = (k + 1) a qual pode ser reescrita como

1+3+5+-+Qk—D+Qk+1)=(k+1)

Mas P, é obviamente verdadeira. Assuma como verdadeira P, e, comparando com P, | ,, observe que o lado esquerdo
de P, , , difere do lado esquerdo de P, somente pelo termo adicional (2k + 1). Portanto, comegando com P,, adicione
(2k + 1) a ambos os lados.

1+3+5+-- +Qk—1D =k
1+3+5+ - +Qk—D+Qk+1)=k+ Qk+1)
O lado direito é imediatamente visto como sendo k> + 2k + 1 = (k + 1)?, desse modo
1+3+5+ - +Qk—1)+ Qk+1)=(k+ 1)

vale. Mas essa € precisamente a sentenga P, , |. Por essa razdo, a validade de P, , | segue da validade de P,. Portanto,
pelo principio de indu¢do matemadtica, P, vale para todo n.

Prove asentenca P: 1 + 2 + 22+ ... + 2"~ ' = 2" — | por indugdo matemdtica.
Proceda como no problema anterior.
P, éasentencal =2' — 1.
P, éasentencal + 2 + 224+ 42k =0k—q,
P, éasentenga l + 2 + 2% 4 ... + 26T D=1 =2k+ 1 1 5 qual pode ser reescrita como
T+24+22+ 2842k =0k 1
Mas P, é verdadeira uma vez que 1 = 2' — 1 =2 — | = | ¢ verdadeira. Assuma como verdadeira P, e,

comparando com P, . ,, observe que o lado esquerdo de P, , , difere do lado esquerdo de P, somente pelo
termo adicional 2*. Logo, comegando com P,, adicione 2 em ambos os lados.

I1+2+22+ - +2k71 =02k
1+2+22+ .- +271 4 2k=0k+ 2k —]

Simplificando o lado direito resulta:

K+ 2k—1=2-2t—1=20-2k—1=2c+1 — 1 logo

1 +24+ 22+ -+ +2601 4 2k=2k+1 — ]
vale. Mas essa € precisamente a sentenga P, , |. Por essa razdo, a validade de P, , | segue da validade de P,. Portanto,
pelo principio de indu¢do matemadtica, P, vale para todo n.
nin + H2n + 1)

6

n
. i2 = i 3 Ati
Prove a sentenga P ,}::1 Jo = por indu¢do matematica.

Proceda como no problema anterior.

1+ D2 1+1)

1
P, éasentenga » j2 = 3

=1
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42.6
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k
+ + + +
Pkéasentenga: EjZZW()ulZ_FZZJ'_... J’_kzzw
ji=1
&,k + DI+ D+ 1Rk + 1) + 1]

P, éasentenca= > j?
i=1

6 , a qual pode ser reescrita como
(k + Dk + 2)2k + 3)

P+22+ - 2+ k+1)?= 6

1-2-3

Mas P, € verdadeira uma vez que o lado esquerdo € simplesmente 12 ¢ o lado direito é , isto €, 1. Assuma como

verdadeira P, e, comparando com P, ,, observe que o lado esquerdo de P, , , difere do lado esquerdo de P, somente
pelo termo adicional (k + 1)>. Logo, comecando com P,, adicione (k + 1)? em ambos os lados.

kk + 1)k + 1)

12+22+"'+k2: 6
k(k + D2k + 1
P+22+ - + 2+ G(+1)? = $+(k+1)2
Simplificando o lado direito, resulta:
k(k + D2k + 1 k(k + D2k + 1 6(k + 1)
( X )+(k+1)2:( ) )+( )
6 6 6
(k4 DIk + 1) + 6(k + 1)]
B 6
_ (k+ D2k + Tk + 6]
B 6
(k4 Dk + 2)2k + 3)
B 6
Nesse caso, 12 + 22 + -+« + 2+ (k + 1)? = (k + Dk + 2)Ck + 3) vale. Mas essa € precisamente a sentenga

6
P, , . Por essarazdo, a validade de P, , , segue da validade de P,. Portanto, pelo principio de indu¢ao matemdtica,
P, vale para todo n.

Prove a sentenca P,: n < 2" para qualquer inteiro positivo n por indu¢do matematica.
P, éasentenga 1 <2,
P, é asentenga k < 2.
P,. éasentengak + 1 <2t*1

Mas P, € obviamente verdadeira. Assuma como verdadeira P, e, comparando com P, , ,, observe que o lado direito de
P, . | € duas vezes o lado direito de P,. Logo, comegando com P,, multiplique ambos os lados por 2.
2k >k
2-2k> 2k
261> 2k
Mas 2k = k + k= k + 1. Logo,

212k =k + 1 e 26> k4 1.

Mas essa € precisamente a sentenca P, . . Por essa razdo, a validade de P, , | segue da validade de P,. Portanto, pelo
principio de indu¢do matemadtica, P, vale para todo n.

Prove que a sentenga P,: n! > 2" & verdadeira para qualquer n = 4 inteiro pelo principio estendido de indu-
¢do matematica.

P, é asentenga 4! > 2%,
P, € a sentenga k! >2oul- 23 k>2k
P, éasentenga(k+ 1)! >2F"1oul-2-3 k- (k+ 1)>2t1
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42.7

42.8

P, é verdadeira uma vez que 4! = 1-2- 3- 4 = 24 ¢ 2* = 16. Assuma como verdadeira P, e, comparando com P, _ |,
observe que o lado esquerdo de P, , , € k + 1 vezes o lado esquerdo de P,. Logo, comecando com P,, multiplique ambos
os lados por k + 1:

1-2-3+ v >0k

1:2:3- -+ k-(k+1)>2Kk+ 1)

Mas, uma vez que k > 1, k + 1 > 2, entdio, 2X(k + 1) > 2% .2 = 2. 21 = 2k*1 [ ogo,
1:2:3 ke (k4 1) > 2+

vale. Mas essa € precisamente a sentenga P, . Por essa razdo, a validade de P, | | segue da validade de P,. Portanto,
pelo principio de inducdo matemadtica estendido, P, vale para todo n = 4.

Prove que a sentenca P,: x — y € um fator de x" — y" para qualquer inteiro positivo n, por indu¢do matemadtica.
P, é asentenga: x — y é um fator de x' — y'.

P, ¢ asentenca: x — y € um fator de x kF—yk

P, éasentenga: x — y éum fatorde x** ' — yf*t 1L

P, € verdadeira, uma vez que qualquer nimero € um fator dele proprio. Assuma como verdadeira P,; a sentenga pode
ser reescrita como x* — ¥ = (x — ¥)Q(x), onde Q(x) & algum polindmio. Analogamente, P, , , pode ser reescrita como
X1 — %1 = (x — y)R(x), onde R(x) é algum (outro) polindmio. Para mostrar que P, , , é vélida sob a hipdtese de
que P, € verdadeira, observe que

k+

Xkt — pktl =

1 _xyk+xyk_yk+l
— (Xk+1 _xyk) + (xyk — yk+l)
Xk = yH v = y)

Como, por hipétese, X y" = (x — y)Q(x), entdo,

xk+l k+1

= (k= yH Y —y)

= x(x = O + yx — y).

= (x — PO + ¥y

Em outras palavras, o polindmio desejado R(x) € igual a xQ(x) + y* e x — y é um fator de X* *! — y* * 1. Mas essa &

precisamente a sentenca P, , |. Por essa razdo, a validade de P, | | segue da validade de P,. Portanto, pelo principio de
induc@o matemdtica, P, vale para todos os inteiros positivos n.

-y

Use o principio de indu¢@o matematica para provar o teorema de DeMoivre: Se z = r(cosf + i senf)) € um
nimero complexo na forma trigonométrica, entdo, para qualquer inteiro positivo n, z* = r* (cos n 6 + i sen
no).

Aqui P, € asentenca 2" = 1" (cos n 0 + i sen n 0). Entdo,

P, éasentengaz' = r' (cosl6 + isenld).

P, € a sentenga =1 (cosk @ + isenk@).

P, éasentengaz’ "' = * " 1[cos(k + 1)0 + isen(k + 1)0).

A sentenca P, € obviamente verdadeira. Assuma como verdadeira a sentenga P, e, comparando-a com P, , |, observe
que o lado esquerdo de P, , | € z vezes o lado esquerdo de P,. Logo, comecando com P,, multiplique ambos os lados
por z:

~

7k = rk(cosk6 + isenk0)

72zk = z(rf(cos kO + isenk0))
51 = r(cosf + isenO)r(coskd + isenkf)
K1 = rrk(cos@ + isen@)(cosk® + isenk®)
k1 =kt l(cosO + isenB)(coskd + isenkO)

>~

Mas, pela regra da multiplicacéio para nimeros complexos na forma trigonomeétrica,

(cos 6 + isen 0)(coskO + isenk ) = cos(0 + k6) + isen(d + k6) = cos(k + 1)0 + i sen(k + 1)6.



CaPiTULO 42 * O PRINGIPIO DA INDUGAO MaTEMATICA  ————ET R

Assim 28T 1 = T 1[ cos(k + 1)0 + i sen(k + 1)0 ] é valida. Mas, essa é precisamente a sentenca P, . ,. Desse modo,
a validade de P, , | segue da validade de P,. Portanto, pelo principio de indu¢do matemdtica, P, isto €, o teorema de
DeMoivre € vdlido para todos os inteiros positivos 7.

n

Problemas Complementares

429

42.10

42.11

42.12

42.13

42.14

42.15

42.16

Prove por indu¢do matemdtica: 2 + 4 + 6 + - 2n = n(n+1).

Prove por indu¢do matematica: 3 + 7 + 11 + - + (4n — 1) = n(2n + 1).

3" —1
B

_ nA(n + 1)?

Prove por indugdo matemadtica: 1 + 3 + 3>+ --- 4+ 3"~ =

Prove por indugdo matematica: 13 + 23 + 33 + --- + 73

n n 2
Deduza dos Problemas 42.1 e 42.12 que E K ( E k) .
k=1 K

. . Lo 1 1 1 1 n
P d temdtica: —— 4+ —— + == + -+ - .
rove por imdugao mateématica 13 + 3.5 5.7 + n — Dn + 1) 1

Prove que L + L -+ L > W, n = 2, pelo principio de indu¢ao matemadtica estendido.

R S
Viiva s Vn

Prove pelo principio de inducio matemdtica: x + y é um fator de x™* ~ ! + y** =

! para qualquer inteiro positivo n.



Capitulo 43

Sequéncias e Séries Especiais

DEFINICAO DE SEQUENCIA ARITMETICA

Uma sequéncia de nimeros a, € dita sequéncia aritmética se sucessivos termos diferem por uma mesma constante,
chamada de diferenca comum. Nesse caso,a, —a,_, =dea, = a,_, + d para todos os termos da sequéncia. Pode
ser provado por indu¢@o matemdtica que, para qualquer sequéncia aritmética, a, = a, (n — 1) d.

n—1

DEFINICAO DE SERIE ARITMETICA

Uma série aritmética € a soma dos termos de uma sequéncia aritmética finita. A notacdo S, € frequentemente usada,

n

ou seja, S = 2 a,. Para uma série aritmética,
k=1
_n

2[2a1 + (n — 1)d]

7

S, =%, +a,) S,

Exemplo 43.1 Escreva os seis primeiros termos da sequéncia aritmética 4, 9,....

Uma vez que a sequéncia € aritmética, com a, = 4 e a, = 9, a diferenca comum d é dada pora, —a, =9 — 4 = 5.
Portanto, cada termo pode ser encontrado adicionando 5 ao termo anterior, logo, os seis primeiros termos sao 4, 9,
14, 19, 24, 29.

Exemplo 43.2 Encontre a soma dos primeiros 20 termos da sequéncia do exemplo anterior.

Para encontrar S,,, quaisquer das férmulas para séries aritméticas podem ser usadas. Jique a, =4,n =20ed =5
sdo conhecidos, a segunda férmula € mais conveniente:

S, =% 24, + (n = d]
Sy = ?[24 + (20 — 1)5] = 1030

DEFINICAO DE SEQUENCIA GEOMETRICA

Uma sequéncia de nimeros a, € dita sequéncia geométrica se o quociente de sucessivos termos € uma constante,
chamada razdo comum. Nesse caso, a, +a, _, = roua, = ra, _, para todos os termos da sequéncia. Pode ser pro-
vado por indu¢do matemdtica que para qualquer sequéncia geométrica, a, = a,r" .

DEFINICAO DE SERIE GEOMETRICA

Uma série geométrica € a soma dos termos de uma sequéncia geométrica. Para uma série geométrica com r # 1,

|
Sn:all_r
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Exemplo 43.3 Escreva os primeiros seis termos da sequéncia geométrica 4, 6.....

Uma vez que a sequéncia € geométrica, com a, = 4 e a, = 6, arazdo comum r é dada por a,+ a, = 6 + 4 = 3/2.
Nesse caso, cada termo pode ser obtido a partir do termo anterior multiplicando por 3/2, ou seja, os primeiros seis
termos sdo 4, 6, 9, 27/2, 81/4, 243/8.

Exemplo 43.4 Encontre a soma dos primeiros oito termos da sequéncia do exemplo anterior.

Use a féormula da somacoma, =4,n=8er=3/2

1 —rn
Sn=a11_r

1 — (3/2)8
¢ _ 4L G2 6305
s = Y1 —@32) ~ 32

SERIES GEOMETRICAS INFINITAS

Nao € possivel somar todos os termos de uma sequéncia geométrica infinita. De fato, se I7l = 1, a soma nao €

definida. Contudo, pode ser mostrado no cdlculo que se Irl < 1, entdo, a soma de todos os termos, denotada por
S_, € dada por:

Exemplo 43.5 Encontre a soma de todos os termos da sequéncia geométrica 6, 4,....

Como a sequéncia € geométrica, com a, = 6 e a, = 4, a razdo comum r € dada por a + a = 4 + 6 = 2/3. Por essa
4 6
Si-r1-23 B

razdo, S,,

IDENTIDADES ENVOLVENDO SERIES

As seguintes identidades podem ser provadas por indu¢do matematica:

Eak-i- EkaE(ak-i-bk) Eak—zkaE(ak—bk) EcakZCEak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
S : + 1 . + 1)@n + 1
k=1 k=1 K=1
ikS—M ik4_n(n+1)(2n+l)(3n2+3n—1)
et 4 =~ 30

Problemas Resolvidos

43.1 Identifique as seguintes sequéncias como aritméticas, geométricas ou nenhuma das duas.
111 11 1
(a) 2,4,8,...(0) 5,3,3,...(¢) 1,53, ... (d) 3516 ---

(a) Comoa, —a; =4 —-2=2ea, — a,=8 — 4 =4,asequéncianio € aritmética. Como a,/a, =4/2=2ea,/a,
= 8/4 =2, asequéncia ¢ geométrica com razdo comum 2.

1 _ 1 1

(b) Comoa, —a =1 1= leg —a =1—-1= L asequéncianio € aritmética. Comoa, ~ a, =+ + + =2
2 17372 ] 27173 12-a5€q . 2 T4 T3 T 2T

. 1.1 3 At ~ Lot At ~ 2 <ot et
ea, + a,=; + 3 = 3, asequéncia ndo € geométrica. Essa sequéncia, portanto, ndo € aritmética nem geométrica.
(¢) Comoa, —a,=5—7=—2ea;—a,=3—5= —2,asequéncia € aritmética com uma diferenca comum de —2.
d) C S S L MRS BN G | &ncia nio € aritmética. C g =t
(d) Comoa, —a, =5 — 3= —3ea,—a,=1 — 5§ = 1 asequéncia ndo € aritmética. Comoa, + a, =5 + 3 = 3

. .1 Ao o = 1
€a; ~a, =15 = g = 3 asequencia e geometrica com razao comum de 7.
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43.2

43.3

434

43.5

Identifique as seguintes sequéncias como aritméticas, geométricas ou nenhuma das duas.
(@) 3,5,2 ...(b) Inl,In2,In3, ... (¢) x L, x % x73, ...(d 0,1;0,11;0,111,...

’ 435’“
o, =15 _3_3 o, =915 _
(@) Comoa, —a; =7, —3=jea;,—a,=5;— 7=

N 5— 7 = 4, asequéncia € aritmética com uma diferenga comum de %.

(b) Comoa, —a, =1In2 —Inl =In2ea; — a,In3 — In2 = In , a sequéncia ndo ¢ aritmética. Como a, + a, = (In2)
+ (In1) ndo € definida, a sequéncia ndo € geométrica. Essa sequéncia, portanto, ndo € aritmética e nem geométrica.

1 —x _ _ 1 —x
1 ea,—a,=x3—x?=

2 -z
.X2 3 2 x3 ’

(¢) Comoa, —a, =x7>—x"'= a sequéncia ndo € aritmética, exceto no caso

2 1 —

especial x = 1.Comoa, + a, =x?+x ' =xlea, + a,=x" + x2 =x"!, asequéncia é geométrica com

razdo comum x~ ' (exceto no caso especial x = 0).

(d) Comoa, —a, =0,11 —0,1 =0,0leay; —a, =0,111 — 0,11 = 0,001, a sequéncia ndo € aritmética. Como a, +
a, =0,11+0,1=1,1eay+a,=0,111+0,11=1,01, a sequéncia ndo € geométrica.
Essa sequéncia, portanto, ndo € aritmética e nem geométrica.

Prove que para uma sequéncia aritmética o n-ésimo termo € dado por a, = a, + (n — 1)d.
Uma sequéncia aritmética € definida pela relacdo a, = a, _ | + d. Seja P, a sentenca que a, = a, + (n — 1)d e proceda
por indugdo matematica.
P, éasentencaa, =a, + (1 — 1)d.
P, éasentencaa, = a, + (k— 1)d.
P, ,€éasentencaa, , , =a, + [(k+ 1) — 1]d, a qual pode ser reescrita como
a,.,=a, +kd

P, € obviamente verdadeira. Assuma como verdadeira P, e observe que pela definicdo de uma sequéncia aritmética,
a, , = a, + d. Por essa razdo

a =aqtd=a +k—-—d+d=a +kd

Mas, a, , | = a, + kd é precisamente a sentenca P, , ,. Por essa razio, a validade de P, , | segue da validade de P,.
Portanto, pelo principio de indu¢do matematica, P, € vélida para todo n.

Dado que as seguintes sequéncias sdo aritméticas, encontre a diferenca comum e escreva os trés proximos
termos e o n-ésimo termo.

17
,77
(a) A diferenga comum € 5 — 2 = 3. Cada termo € encontrado adicionando 3 ao termo anterior, logo, os trés

proximos termos sio 8, 11, 14. O n-ésimo termo € obtido de @, = a, + (n — 1) d com a, = 2 e d = 3; portanto,
a,=2+m—1)3=3n—-1

(a) 2,5,...(b) 9 ...(c) Inl,In2, ...

(b) A diferenga comum é 177 -9 = —% . Cada termo € obtido adicionando f% ao termo anterior, assim, os trés
proximos termos sdo 8, g, 7. O n-ésimo termo € encontrado a partirde a, = a, + (n — 1)dcoma, =9ed = —%;
19 —n
1
portanto, a, =9 + (n — l)(—g) =5

(¢) A diferenca comum € In2 — Inl = In2. Cada termo € encontrado adicionando In2 ao termo anterior, assim, os trés
proximos termos sdo dados por In2 + In2 = In4, In4 + In2 = In§ ¢ In8 + In2 = Inl6.
O n-ésimo termo € encontrado a partir de @, = a; + (n — 1)d com a; = In 1 e d = In2; portanto,
a,=Inl +(n— DIn2 = (n — 1)In2 = In2" "~ L

Sabendo que as seguintes sequéncias sdo geométricas, encontre a razao comum e escreva os trés proximos
termos e o n-ésimo termo.

(a) 5,10, ... (b) 4, -2, ...(c) 0,03;0,003, ...

(a) A razdao comum € 10 +5 = 2. Cada termo € obtido multiplicando o termo anterior por 2, logo, os proximos trés
termos sdo 20, 40, 80. O n-ésimo termo & encontrado de a, = a,”" ~ ' com a, = 5 e r = 2; portanto, a, = 5- 2"~ ".

razdo comum € —2 + 4 = —. Cada termo € encontrado multiplicando o termo anterior por —5; logo, os
b) A 2+4 ; Cada t trad: Itiplicando o t t ; !
proximos trés termos sdo 1, —3, 1. O n-ésimo termo € encontrado de a, = a,/” ~ 'com a, = 4 e r = —1; portanto,

2
Iy (!
a,=4) =3
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(c) Arazao comum € 0,003: 0,03 = 0,1. Cada termo € obtido multiplicando o termo anterior por 0,1; logo, os
proximos trés termos sao 0,0003; 0,00003; 0,000003. O n-ésimo termo € encontrado de

3
107+ 1"

a,=a, " 'coma, = 0,03er=0,1;assim, a, = 0,03(0,1)" ' =3x102x 10" "=

Obtenha as férmulas S, = %(al +a)eS, = g[Za + (n — 1)d] para a soma de uma série aritmética.
Para obter a primeira formula, escreva os termos de S, ;
S, =a, + (@ +d)+ (@ +2d)+ - +[a + @©n— 1)

Agora escreva os termos em ordem reversa, observando que para comegar com a,, cada termo € obtido subtraindo d, a

diferenca comum, do termo anterior.

n’

Sn:an+(anid)+(an72d)+"'+[a17(n7l)d]
Adicionando essas duas identidades, termo a termo, e observando que todos os termos que envolvem d resultam zero, temos:
S +S8,=@ +a)+ @ +a)+ @ +a)+ -+ +a,)

Ja que ha n termos idénticos a direita,

28

n

S

n

n(a, + a,)

%(a1 +a,)
Para a segunda férmula, substitua a, = a, + (n — 1)d na férmula acima para obter
S, = 3la, + a, + (n — ]
S, =22a, + (n— 1
- 2[ a] (}’l )d]
Encontre a soma dos 10 primeiros termos das sequéncias aritméticas dadas no Problema 43.4.
(a) Aqui,a, =2ea,=3n— 1.Paran = 10,

S, = %[2 +(3-10 - 1] = 155

(b) Aqui,a, = 9ea, = 2 " Paran = 10,
10, . 19-10] 135
$,= 2o+ 12 10) 12
(¢) Aqui,a, = Inlea,=1n2""". Paran = 10,
S, = %[ml +1n20-1] = 51n2° = 451n2

. 1 n . o .
Obtenha a férmula § = alli_rr para a soma de uma série geométrica finita (» # 1).

Escreva os termos de S,.
S, =a, +alr+a172+ +alr"71

Multiplique ambos os lados por r para obter
rS, =a;r+ a,r2 + a1r3 + ot ar
Subtraindo essas duas identidades, termo a termo, resulta:
S, — 1S, =a

— n
1 ar

S —=r=al—-r"

—
L= . Observe que se r = 1, entdo

Assumindo r # 1, ambos os lados podem ser divididos por | — rpararesultar S, = q, =

S,=a, +a ta + - +a =na
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43.10

43.11

43.12

Encontre a soma dos primeiros sete termos das sequéncias geométricas dadas no Problema 43.5.
_s(1=2") _
57—5(1 _2>—635

7
()] _ (241129
Co\27+20) 48

=)

(¢) Aqui, claramente S; = 0,03333333. Usar a férmula € mais complicado, mas resulta a mesma resposta.

(a) Aqui,a, =5er=2.Paran =7,

(b) Aqui,a, =4er = —1 Paran =17,

S, =4

a

Dé um argumento plausivel para justificar a férmula S, = para a soma de todos os termos de uma

. S L=
sequéncia geométrica infinita, Irl < 1.

Primeiro, observe que existem trés possibilidades: r = 0,0 <r < 1e —1 < r < 0. Para o primeiro caso, a férmula

a

z 21 . . . ~ 1

€ claramente vélida, uma vez que todos os termos depois do primeiro sdo zero; logo, S, = a, + 0 = o Para
. ) 1—r p

0 <r <, considere a férmula § = a, T—,°¢ faca n aumentar além de qualquer valor. Uma vez que, para n real,

7" é¢ uma funcdo de decaimento exponencial, quando n — oo, " — 0. Parece plausivel que isso seja valido se n for
1 a

. . . 1 .. .
restrito a valores inteiros. Portanto, quando n — 0, § — a, T-,¢ S, = —— Um argumento similar, mas mais

complicado, pode ser dado se —1<< r < 0. Uma prova mais convincente é deixada para um curso de célculo.

Encontre a soma de todos os termos de cada sequéncia geométrica dada no Problema 43.5 ou verifique se a
soma € indefinida.

(a) Como r = 2, a soma de todos os termos ndo ¢ definida. A sequéncia € dita divergir.

4 8
(b) Comor = —tea =48, =———— =2,
o t-(=) 3

= = _ 003 _ 1

(c) Comor=01ea =0038, = 01 = 30

n n n
Use indug@o matematica para mostrar que E a; + E bj = 2 (a; + bj) vale para todos os inteiros posi-
tivos . j=1 j=1 j=1

Seja P, a sentenga acima. Entdo,

1 1 i
P, é asentenca E a, + E b, = 2("/ + ).
Fa :

j=1" j=1"

k k k
P, é asentenga Y, a, + > b, = E(aj +b).
j j=1

j=1 j=1
k+1 k+1 k+1

P, ., é asentenga Eaj-i- 2bj.= E(aj-i-bj)
A “~,

j=1 j=1 Jj=
Mas P, € verdadeira, uma vez que se reduz a a, + b, = (a, + b,). Assuma como verdadeira a sentenga P,; entdo,
ata,+---+ta +b +b,+ - +b =(a +b)+(a+b)+ - +(a+Db)

Adicione a, , ; + b, , , aambos os lados, entdo,

atay+---+a+b+b,+--+b+a ., +b, =@ +b)+(a,+b)+ - +(aq+b)

@, by

Reagrupando os termos no lado esquerdo resulta

atay+---+a+a, +b+by+---+b +b = +b)+(a,+Db)+ - +(a +D)

+ (a +b,.)

k+1
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Escrevendo isso na notacéo de somatdrio, torna-se

k+1 k+1 k+1

Sa+ 2b= 2@ +b)
= R A e R A s T J
Mas essa € precisamente a sentenga P, , . Assim, a validade de P, , , segue da validade de P,. Portanto, pelo principio
da indugdo matematica, P, vale para todo n.

Determine o nimero de lugares de uma sala de conferéncia se existem 32 filas de poltronas, com 18 na
primeira fila, 21 na segunda fila, 24 na terceira fila, e assim por diante.

O niimero de poltronas em cada linha forma uma sequéncia aritmética, coma, = 18,d =21 — 18§ =3en =32.Usea
segunda féormula para determinar a soma de uma série aritmética:

S, = 5l2a, + (n = 1)d]

S, = %[2 18 + (32 — 1)3] = 2064

32
Uma companhia compra uma maquina que custa $87.500 e que se desvaloriza a uma taxa de 30% ao ano.
Qual serd o valor da maquina ao final de cinco anos?

Observe que a desvalorizacdo de 30% do valor da maquina significa que no final de cada ano o valor € 70% do que era no
inicio. Portanto, o valor no final de cada ano ¢ um multiplo constante do valor no final do ano anterior. Logo, os valores
formam uma sequéncia geométrica, com a, = (0,7)(87.500) (o valor no final do primeiro ano), r = 0,7 e n = 5. Portanto,

— n—1
ar

a. = (0,7)(87500)(0,7)°~ ! ~ 14706
O valor da maquina ¢ $14.706.

Uma bola € atirada de uma altura de 80 pés e quica trés quartos da altura inicial. Assumindo que esse pro-
cesso continua indefinidamente, encontre a distancia total percorrida pela bola antes do repouso.

Inicialmente a bola percorre 80 pés antes de atingir o solo. Entdo, pula para cima uma altura de %(80) e volta para baixo
a mesma distancia. Como esse processo se repete, a distdncia percorrida pode ser escrita:

80+ 2(2 )80 + %{2(%)80} oo

. . . . = P 3 3
Exceto para o primeiro termo, isso pode ser considerado como uma série geométrica com a, = 2(1)80 =120er =1
Logo, se o processo continua indefinidamente, a distancia percorrida € dada por

80 + 5. =80 + 1120\ = 560 pés

_3
4

Problemas Complementares

43.16

43.17

As seguintes sequéncias sdo aritméticas, geométricas ou nenhuma das duas?

33 339 333 3 33 3 345
(@) §56,...00) 555 (©) 3556 @ 37555 () 356 -

Resp. (a) geométrica; (b) aritmética; (¢) nenhuma das duas; (d) geométrica; (¢) nenhuma das duas

Para as seguintes sequéncias aritméticas, determine a diferenca comum e escreva os proximos trés termos e o n-ésimo
3 4
termo: (a) s,3,... (b) —8, —5,...(¢c) m, 3m7,...

Resp. (@) d =% 1,8 % a = ”;2;(17) d=3;-214.a=3n—11;

y 554, =

(¢) d=2m 5w/ 1m9m a,= 2n — DHm
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43.18

43.19

43.20

43.21

43.22

Prove por indugio matemdtica: para uma sequéncia geométrica, o n-ésimo termo € dado por a, = a,” ~ .

Para as seguintes sequéncias geométricas, determine a razdo comum e escreva os proximos trés termos e o n-€simo
termo: (@) =,3,...(b) —5,5, =5,...(c) 1,1,05,...
Resp. (a) r=28;6,48,384;a, =3 28 (p) r=—1;5,-5,5; a, =5(—1)"

() r=1,05; (1,057 (1,05, (1,05); @, = (1,05)" !
Para as seguintes sequéncias geométricas, determine a razdo comum e encontre a soma de todos os termos ou verifi-
que se a soma é indefinida. (a) 4,3, 15, ... (b) 1,—%,%, ... (¢) 36, —12,4,...(d) 1,0,95,...

Resp. (a) r = 4,8, = 2;(b) r = —1, soma indefinida; (¢) r = —1,5,27; (d) r=0,95,5_ =20

n n n n n
Use indu¢do matemadtica E a, — 2 b, = E (a, = be 2 ca, = ¢ 2 para mostrar que valem para todos os
inteiros n k=1 k=1 k=1 k=1 K=1

Suponha que foi depositado $0,01 em uma conta de um banco no dia primeiro de junho, $0,02 no segundo dia, $0,04
no terceiro dia, e assim por diante, em uma sequéncia geométrica. (a) Quanto dinheiro seria depositado, seguindo essa
sequéncia, no dia 30 de junho? (b) Quanto dinheiro teria nessa conta apds o dltimo depdsito?

Resp. (a) $5.368.709,12; (b) $10.737.418,23



Capitulo 44

O Teorema Binomial

EXPANSOES BINOMIAIS

Expansoes binomiais, isto €, bindmios ou outras quantidades de dois termos, elevadas a poténcias inteiras, ocorrem
com frequéncia. Se a expressao binomial geral € a + b, entdo, as primeiras poténcias sdo dadas por:

@+ b =1

(a+b)'=a+b

(a + b)? = a®> + 2ab + b?

(a + b)Y =a*+ 3a’h + 3ab*> + b°

PADROES EM EXPANSOES BINOMIAIS

Muitos padrdes tém sido observados na sequéncia de expansdes de (a + b)". Por exemplo:

1. Existem n + 1 termos na expansdo de (a + b)".

2. O expoente de a comeca no primeiro termo como n e decresce de 1 em cada termo sucessivo até 0 no dltimo
termo.

3. O expoente de b comeca no primeiro termo como 0 e cresce de 1 em cada termo sucessivo até n no ultimo
termo.

TEOREMA BINOMIAL

O teorema binomial fornece a expansdo de (a + b)". Na forma mais compacta, € escrita como:

wror= 3 (New

r=0

n n!

Os simbolos < m

> sao chamados de coeficientes binomiais, definidos como: ( > =
r r

Exemplo 44.1 Calcule os coeficientes binomiais <3
,

N_ 3 o3 N__ 3 3 321 _,
0) 0GB -0 1-31" )G -nr 1 T 1e-n)

3:$:3!:3-2-1:3 3\ _ 31 _3 3
2] 213 =2 211 2Dl 3 313 —3)! 3100 31

) e verifique a expansio de (a + b)>acima.
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3
(a + by = 2(3>a3_’b’ = <3>a3_0b0 + <3>a3_ Ipl + <3>a3_2b2 + (3>a3_3b3
r=0 r O 1 2 3

= 1a3b° + 3a?b' + 3a'b?* + 1a°3 = & + 3a*b + 3ab?* + b3

Logo,

PROPRIEDADES DOS COEFICIENTES BINOMIAIS

As seguintes sentengas sdo rapidamente verificdveis:

G- 0)-6) CE)-0)-(0)

Os coeficientes binomiais também sdo chamados de simbolos combinatdrios. Entdo a notacdo ,C, € usada, sendo

o=()

ENCONTRANDO TERMOS PARTICULARES DE UMA EXPANSAO BINOMIAL

Na expansao binomial de (a + b)", r, o indice dos termos, comeca em 0 no primeiro termo e cresce até n no (n +
1)-ésimo termo. Assim, o indice r € igual aj — 1 no j-€simo termo. Se um termo em particular € procurado, geral-
mente representado pelo j + 1-€simo termo, entdo r € igual a j e o valor do j + 1-ésimo termo € dado por

(”) " ibi
J

Exemplo 44.2 Encontre o quinto termo na expansio de (a + b)'S.
Aqui,n = 16ej + 1 =5, portanto, j = 4 e o termo € dado por

n\ o 16 B 16! _
(])a bl = ( 4)(116 it = mdlﬁ 4p* = 1820a'2b*

Problemas Resolvidos

44.1 Calcule os coeficientes binomiais:

@ (4>; ®) <8>; © (12); @ ( n >
2 5 1 n—1

@ (* o4 44321
2) T2E =2 T2 T2 1-2-1

8 8 8 87-6-5 8:7-6_
(b)<5>75!(8—5)!75!3!75!(3-2~1)73‘2~1756

12\ 12012 121
(C)<1)‘ N2 — 0! -1 - i - 12

n _ n! _on(n— D!
(d)(n*1>_("_1)![n—(n—1)]!_(n—l)!l!_”

n! n!

0l — 0)l — 1nh) —

n!

n

ol |
nl(n —n)! — nl0! — nl(1)

44.2 Mostre que (n) = (n) =1
n 0
() -
n

= l.Analogamente, (g) =
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44.3 Mostre que n
r<n.

= = para qualquer inteiro
(n—n! r!

<n> nn—1 - -+ nn—=1+ - -m—r+1)
r

Observe que n! = n(n — 1)(n — 2)..... (r + Dr..... 1. Logo,

n\ _ n! 7n(n—l)(n—2)~ e s (r+Dr-o-e -lin(n—l)(n—2)~ e (r+ D!
(r) Trlm— ! rl(n — r)! N rl(n — r)!
=1 (r+ 1)
B (n —r)!
Similarmente, n! = n(n — 1)(n — 2).....(n — r + 1)(n — r)..... 1. Logo,
ny _ n! =D =2) - cm—r+hHm - e ]
r)orlm—n! rl(n —r)!
_nm— D —=2)- - ~(n—r+ Hn—n!
B rl(n — r)!
nn =1y ~(n—r+1)

r!

44.4 Use os resultados dos problemas anteriores para escrever os termos de (a + b)*.

/4
(@+by= 2 ( )a“”b"

r=0\7
4 4 4 4
— 4 — 00 4 —1 l+ 4*224’, 4*33+ 4 — 43,4
< )“ b <1>“ b (2)“ b (3)“ b (4)“ b
= la* + *azb + 3 ?azb g g %a'b2 + 1p*

a* + 4a’b + 64a*b* + 4ab’® + b*

44.5 Escreva a expansdo binomial de (3x — 5y)*.

Use o resultado do problema anterior com a = 3x e b = —5y. Entao,

[(Bx) + (=501 = B0)* + 4(Bx)*(=5y) + 6(3)*(—5y)* + 4(3x)(=5y)° + (=5y)*

81x* — 540x3y + 1350x%y* — 1500xy* + 625y*

44.6 Escreva os trés primeiros termos na expansao binomial de (a + b)*.

20 L :
Uma vez que (a + b)® = >, ( a0~ 7b", os primeiros trés termos podem ser escritos como
r=0\ 71

20 20— 0p0 4 20 a0 - 1p + 20 a0 -2p2 = 1420 + @algb + Malsbz
0 1 2 1 2-1

a® + 20a"b + 190a'8h?

44.7 Escreva os trés primeiros termos na expansio binomial de (2x° + 37%)'%.

12
12
Faca a = 2x°e b = 3£ Entdo, (2x° + 3122 = E( )(2x5)12’ "(3t?)". Os primeiros trés termos podem ser escritos
r=0\"7T
como

(102>(2x5)'2 + (112)(2x5)“(312) - (122>(2x5)1°(3t2)2

=4.096x% + 12(2.048x)(3 %) + 1 (1 024x0)(91) = 4.096x%0 + 73.728 x1> + 608.256 x71*
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n n
44.8 Mostre que( > = < >
r n—r

Substitua r por n — r na defini¢do de (n) Entao,
r

n -~ n! _ n! _ n! _(n
n—r) m—=—MDn—w@—=—0n]' =01 rin—-—n"" \,

k k k+1
44.9 Mostre que + = .
r—1 r r

Observe primeiro que r! = r(r — 1)!. Também, (k + 1)! = (k+ Dkle (k — r+ D! = (k — r+ 1) (k— ).

¢ K 2 k! k!
(r - 1) * (r) T r— Dk —r+ 1) * itk — !

O minimo multiplo comum entre os denominadores das duas expressdes fraciondrias no lado direito € r!(k — r+ 1)!.
Reescrevendo com esse denominador comum resulta:

Entao,

k! Ko k! (k — r+ D!
G-Dik—r+ D) T AG=—n!  r=Dlk—r+ D! T &=r+ DAtk = n!
rk! (k —r+ Dk!

THAG—r+ D Ak =+ D
As duas expressdes no lado direito podem ser combinadas para resultar:

rk! (k — r + Dk! rk! + (k—r+ Dkl (r+k—r+ Dkl (k+ Dkl

Ak —r+ D AG—r+ DI Ak-r+ Dl Ak-r+ D Ak-r+ D

k+ D (k+1
Ak T\,

44.10 Mostre que os coeficientes binomiais podem ser arranjados na forma mostrada na Fig. 44-1

A tltima expressdo € precisamente

Figura 44-1

onde cada nimero, exceto os nimeros 1, € a soma de dois nimeros acima a direita e a esquerda (essa distri-
buicao triangular € comumente chamada de triangulo de Pascal).

Claramente as primeiras duas linhas representam (a + b)° = 1 e os coeficientes de (a + b)' = la + 1b. Para as
outras linhas, observe que o primeiro e ultimo coeficientes binomiais em cada linha sdo dados por

n n
0 n
respectivamente. Para todos os outros coeficientes, uma vez que, como provado no problema anterior,
£+ 0-(3)
—+ =
r—1 r r
cada nimero na (k + 1)-ésima linha € a soma dos dois nimeros na k-ésima linha acima a direita e a esquerda.

44.11 Use indug@o matematica para provar o teorema binomial para positivos inteiros 7.

Seja P, a sentenca do teorema binomial:

(a + b)y" = 2 (rrl)a""b"

r=0
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1

>

r=0

1
r

Entdo, P, é a sentenca (a + b)!

(o
.

k

P, éasentenca (a + by = E
r=0

k+1
r

>

r=0

P, ., éasentenca(a + b1 =

)ak+ 1 —rpr

— >

Mas P, € verdadeira, uma vez que o lado esquerdo € a + b e o lado direito &

1 1
1-0p0 4 1-1p1
(O)a b (1)a b

=la+1b=a+b

Assuma como verdadeira a sentenga P, e, comparando com P, _ |, observe que o lado esquerdo de P, , ,é a + b vezes o
lado esquerdo de P,. Logo, comegando com P,, multiplique ambos os lados por a + b:

m+m2

r=0

(a + b)a + bk =

k
(a + b)k+1 =a2

=0

(

=0

k)ak .
’

Escrevendo os termos das somas, temos:

)ak” + <k>akb + (k)a"‘ p? +
1 2
+ ( )a"b + (ll()a"’ p? +
Combinando os termos semelhantes e observando que (
(5 e ()= G = ()=
0

()

+ + +
=(k 1)0"“ + (k 1>akb +(k 1>ak"b2 +

0 1 2

k

¢

; N
+

0 k —

k

0

k
1

k
1

)

k
k—1

k
k—2

k k
+ 25k — 1 +
(k— 1)“” (k

>)02bk71 ! ((Z) ! (k
. +<

(oo

k Sk
()ak—rbr+b2< )ak—rbr
r rF=o\r

k
k
L= rpr 4 E( )ak—rbrﬂ
r=0\7

o
e (5 e (S
=001 (

k +
0

k
k

k+1
k+1

1

), resulta

ak*le

J)abk 3

)azbk’
k—1

Portanto, escrevendo a tltima expressdo em notagdo de somatorio,

k+1

>

r=0

@+ byt =

(k + 1>ak+ 1 —rpr
r

Mas essa € precisamente a sentenga P, ,. Portanto, a validade de P, | segue da validade de P,. Logo, pelo principio de
inducdo matemdtica, P,, isto €, o teorema binomial, vale para todos os inteiros positivos n.

. ~ 1
44.12 Escreva o oitavo termo na expansao de <\/;c +

O (j + 1)-ésimo termo na expansio de (a + b)" € dado por
o termo pedido ¢

13!

Vi

(Vo

(n) a" bl Aqui,n = 13 ej + 1 = 8;logo, j = 7. Portanto,
J

13-12-11-10-9-8 1716

(B ()

13 = DT /y B

61V Vo
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44.13 Use o teorema binomial para calcular o valor aproximado de (1,01)* com trés casas decimais.

Expanda (1 + 0,01)* para obter:

20 20 20 20 20
(0>120 + ( ] )119(0,01)1 + (2 )118(0,01)2 + (3 )117(0,01)3 + (4)116(0,01)4 +oe

20-19 20-19-18 20-19-18-17

=1+02+ 0,019 + 0,00114 + 0,00004845 + ---

(10—8) 4+ e

1,220188. ..

onde os termos abandonados nio afetam a terceira casa decimal. Portanto, (1,01)*° = 1,220 com trés casas decimais.

Problemas Complementares

44.14

44.15

44.16

44.17

44.18

44.19

Calcule os coeficientes binomiais: (a) (15); (b) (8); (c) (12); (d) < n )
1 6 9 n—2

Resp. (@) 15; (b) 28; (c) 220; (d) @

Escreva a expansio binomial de (a) (a + b)*; (b) (2x + y)°.
Resp. (a) @+ 5a*b + 10a°b? + 10a*b® + Sab* + b°; (b) 32x° + 80x*y + 80x%y? + 40x%y* + 10x%y +»°

5
Escreva a expansio binomial de (a) (4s — 303 (b) <2a - é) .

5
Resp. (a) 64s> — 144s5% + 108s> — 27¢; (b) 32a° — 16a*b + &a%z - ﬁazb3 + Lalﬁ -
P- : 5 25 125 3125
Prove que (O) + (1) + .- +< l) + ( ) = 2", isto &, que a soma dos coeficientes binomiais de qualquer
n— n

poténcia n € igual a 2". [Sugestdo: Considere a expansdo binomial de (1 + 1)".]
14
Encontre o termo médio na expansio binomial de (a) (3x - %) 1 (b) (3 + 29D

Resp. (a) —3432x7y7; (b) 8064x"y'"S

E mostrado no cilculo que se Ix| < 1 e a ndio é um inteiro positivo, entdo, (1 + x)* = E (?)xi com
el ala—1) -+ (a—j+1 o

(j) B J!

mial de (@) (1 + x)"% (b) (1 + )"

. Use essa férmula para escrever os primeiros trés termos da expansao bino-

11,

Resp. (@) 1 —2x+3x%(b) 1 —2x+ 3x%(b) 1 + X T g¥
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Limites, Continuidade,
Derivadas

DEFINICAO INFORMAL DE LIMITE

Se os valores assumidos por uma fungdo f{(x) arbitrariamente se aproximam de L, quando os valores x de entrada ficam
cada vez mais préximos de a, entdo L € chamado de limite de f{x) quando x se aproxima de a, o que se escreve como

lim f(x) = L

Exemplo 45.1 lm(h — 3) = 5,uma vez que 2x — 3 pode arbitrariamente se aproximar de 5, quando os valo-
res de x se aproximam de 4, como sugerido na tabela a seguir:

X 35 39 3,99 3.999 4,5 4,1 4,01 4,001
2x—3 4 4.8 4,98 4.998 6 5.2 5,02 5,002

DEFINICAO FORMAL DE LIMITE

lim f(x) = L significa que, dado qualquer & > 0, um nimero 4 > 0 pode ser encontrado, de modo que, se
0<|x —a| <édentio|f(x) — L| <e.
Exemplo 45.2 No exemplo anterior, dado qualquer € > 0, assuma0 < |x — 4| < &/2.
Entdo:

2k — 4| <e

2x — 8| < e

[(2x —3) — 5| <e

Logo, 1153(2x —3) =5
Note que li_r)n f(x) = Lnada diz sobre o que acontece em a. Possivelmente fia) = L; no entanto, € também possivel
que f{a) ndo seja definido, ou definido, mas diferente de L.
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PRE-CALCULO

PROPRIEDADES DE LIMITES

limec = ¢ limx = a
x—a x—a

Se li_I)nf(x) =L e li_1>ng(x) = M, entdo

Hm[f() + gl = L+ M Hm[f() — gl =L~ M
lim[ f()g(0)] = LM lim[ f()]" = 1
lim[ fx)/g()] = LIM se M #0

.oan/ n . , . . . . . . ..
lim f(x) = \i desde que n seja um numero 1nteiro impar, ou 7 seja um 1nteiro par e L estritamente positivo.
x—>a

DETERMINANDO LIMITES ALGEBRICAMENTE

Como resultado dessas propriedades, muitos limites podem ser determinados algebricamente.

Exemplo 45.3 Calcule li_r>ri(3x + 7).

liir}‘(3x+7)=li_r)r}3x+li_r)ri7=lﬂ3-l§2x+li_rg7=3~4+7=19

2
Exemplo 45.4 Calcule lim™— 39.
2-9 x—3)x+3
lim > - ) ) _ lim(x + 3) = limx + lim3 =3 + 3 =6
—3Xx — 3 x—3 x—3 x—3 =3 x—3

Existem, no entanto, muitas situagdes nas quais o limite ndo existe.

. 1
Exemplo 45.5 Calcule 1%(—;)

Considere a tabela a seguir:

X -0,5 —0,1 —0,01 | —0,001 0,5 0,1 0,01 0,001

1 2 10 100 1000 -2 —10 —100 —1000
X

Os valores nao estdo se aproximando de um limite; o limite ndo existe.

LIMITES UNILATERAIS

1. Se os valores assumidos por uma funcéo f{x) arbitrariamente se aproximam de L, quando os valores de entrada
x ficam cada vez mais préximos de a (mas sempre maiores), entdo L ¢ chamado de limite de f{x) quando x se
aproxima de a pela direita, o que se escreve como

lim f(x) = L

2. Se os valores assumidos por uma fung¢ao f(x) arbitrariamente se aproximam de L, quando os valores de entrada
x ficam cada vez mais préximos de a (mas sempre menores), entdo L € chamado de limite de f(x) quando x se
aproxima de a pela esquerda, o que se escreve como

Jig 700 = 1
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LIMITES INFINITOS

Se os valores assumidos por uma fung¢do f{x) se tornam arbitrariamente grandes e positivos, quando os valores de

entrada x se tornam arbitrariamente préximos de a, entdo diz-se que o limite de f{x), quando x tende a a, € infinito

(positivo), o que se escreve como 1i£11 f(x) = oo. Se os valores assumidos por uma fun¢do f(x) se tornam arbitraria-
X a

mente grandes e negativos quando os valores de entrada x arbitrariamente se aproximam de a, entdo diz-se que o

limite de f(x), quando x tende a a, € infinito negativo, o que se escreve como liﬁm fx) = —oo
X—a
Exemplo 45.6 limgi( 1 37 = o0, uma vez que G-y 1 3 pode ser arbitrariamente grande quando os valores de x
=3(x — x —

ficam arbitrariamente préximos de 3, como sugerido na tabela a seguir:

X 2,5 2,9 2,99 2,999 35 3,1 3,01 3,001

1 4 100 10.000 | 1.000.000 4 100 10.000 | 1.000.000
(x =3y

LIMITES INFINITOS UNILATERAIS

1. Se os valores assumidos por uma fung¢@o f(x) se tornam arbitrariamente grandes e positivos quando os valores
de entrada x ficam arbitrariamente préximos de a (mas maiores), diz-se que o limite de f(x) quando x tende
a a pela direita, € infinito (positivo), o que se escreve como lim_ f(x) = . Se os valores assumidos por uma
funcdo f(x) ficam arbitrariamente grandes e negativos quan(fo os valores de entrada x ficam arbitrariamente
proximos de a (mas maiores), diz-se que o limite de f{x), quando x tende a a pela direita, € infinito negativo, o
que escreve como lim f(x) = —c°.
xX—>a

2. Se os valores assumidos por uma func¢do f(x) se tornam arbitrariamente grandes e positivos quando os valores
de entrada x ficam arbitrariamente proximos de a (mas menores), diz-se que o limite de f{x), quando x tende a
a pela esquerda, € infinito (positivo), 0 que se escreve como 11m | f(x) = 0. Se os valores assumidos por uma
fungdo f(x) ficam arbitrariamente grandes e negativos quando 0svalores de entrada x se tornam arbitrariamente
préximos de a (mas menores), diz-se que o limite de f{x), quando x tende a a pela esquerda, € infinito negativo,
0 que se escreve como vliﬂranf fx) = —oo.

Exemplo 45.7 Calcule hm <_Y) e lim (—%)

x—0"

A partir da tabela no Exemplo 45.5, parece que 1Lrg+(—%) = —we ll)r%)l (—%) = oo,

LIMITES NO INFINITO

1. Se os valores assumidos por uma funcao f{x) ficam arbitrariamente proximos de L quando os valores de entrada
x se tornam arbitrariamente grandes e positivos, entdo L € chamado de limite de f{x) quando x tende ao infinito
(positivo), o que se escreve como

lim f(x) = L
2. Se os valores assumidos por uma fungio f{x) ficam arbitrariamente préximos de L quando os valores de entrada

X se tornam arbitrariamente grandes e negativos, entdo L é chamado de limite de f(x) quando x tende a infinito
negativo, o que se escreve como

lim f(x) =L
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DEFINICAO DE CONTINUIDADE

1. Uma funcio f(x) € dita continua em um ponto c se lim f(x) = f(c). Isso € normalmente referido como continui-
x—>c
dade em um ponto ¢, ou apenas continuidade em c.
2. Uma funcdo f(x) € dita continua em um intervalo aberto (a, b) se for continua em todos os pontos do intervalo.

3. Uma fungdo f(x) € dita continua em um intervalo fechado [a, b] se for continua em todos os pontos do intervalo
(a, b) e se também 1i%m+ fx) =fla)e 11)1}717 fx) = f(b).

Se uma fungdo ndo € continua em um ponto ¢, é chamada de descontinua, e ¢ é dito o ponto de descontinuidade.

Exemplo 45.8 E possivel demonstrar que toda funcio polinomial é continua em qualquer ponto em R e que
toda fun¢do racional € continua em todos os pontos de seu dominio. Logo, se f{x) € uma funcdo polinomial, o limite

lim f(x) pode sempre ser calculado como f{c). Se f(x) = p(x)/g(x) € uma funcdo racional, o limite li_r)n Jf(x) pode ser

calculado como f(c) = p(c)/q(c) para qualquer valor de c, desde que f(c) seja definido, isso &, se g(c) # 0.

DEFINICAO DE DERIVADA

Dada uma funcgio f(x), a derivada de f, denotada como f'(x), ¢ uma funcao definida pela férmula

i = =5

desde que o limite exista. Se o limite existe para um valor a (também referido como: no ponto a), a fungio € cha-
mada de diferencidvel em a. O processo de achar as derivadas € chamado de diferenciagdo.

Exemplo 45.9 Encontre as derivadas de f(x) = x?
fae+hm —fx) @+ k-2
im = lim
h—0 h =0 h
o xP 4 2xh + R — X
= lim
=) h
L 2xh + W
= lim~—————
=) h
- h(2x + h)
= lim———
=) h
= %1_1}1(1)(2x + h)
2x

TAXAS DE VARIACAO MEDIA E INSTANTANEA

No Capitulo 9, a taxa de variagdo média de f(x) ao longo de um intervalo de x a x + & foi definida como
J& 4+ h) — fx)
h

também referida como o quociente de diferencas.

A derivada de f(x), f'(x) = £%w

relacdo a variavel x.

, € também chamada de taxa de variaco instantdnea da funcao em

RETA TANGENTE

A reta tangente ao grafico de um funcdo f(x) no ponto (a, fla)) € a reta que passa pelo ponto, com coeficiente angu-
lar m igual a derivada da fungdo no ponto a,

+ h) —
m(a) = f'(a) = @w
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VELOCIDADE MEDIA E INSTANTANEA

Dada uma fung@o s(¢) que represente a posi¢do de um objeto no instante de tempo ¢, a velocidade média do objeto
no intervalo [a, b] é dada por

Variacdo da posicio _ s(b) — s(a)

Variagdo do tempo b—a

A velocidade instantdnea do objeto no instante ¢ € dada pela derivada de s(¢):

s(t + h) — s(¢)

V() = s'(0) = lim .

Problemas Resolvidos

45.1 Use a definicdo formal de limite para provar que (a) 1j_1)nc = ¢; (b) lilnx = a.

(a) limc = ¢ significa que, dado qualquer & >, um nimero 8 > 0 pode ser encontrado tal que, se 0 < |x — a| < §, entdo
x—a

|c — ¢| < e. No entanto, independentemente de xe 8,|c — ¢| = |0] = 0 < &, & verdadeiro para qualquer € > 0. Isso
prova o resultado pedido.

(b) limx = asignifica que, dado qualquer & > 0, um nimero 6 > 0 pode ser encontrado tal que, se 0 < [x — a| < S,

entdo|x — a| < e. Claramente, dadoe > 0, escolhad = g, entdo 0 < |x — a| < d garantird|x — a| < &. Isso prova
o resultado pedido.

45.2 Use a definic@o formal de limite para provar que, se lim f(x) = L e limg(x) = M, entdo
lim[ f(x) + g()] = L+ M.
lim{f(x) + g(x)] =L + M significa que, dado qualquer & > 0, um nimero 6 > 0 pode ser encontrado para que, caso

0<|x —a] <dentdo|(fx) +gkx) — (L + M| <e.

Note que |(f(x) + gx)) — (L + M)| = |(f(x) — L) + (g(x) — M)| = |f(x) — L| + |g(x) — M. Essa desigualdade
provém da desigualdade triangular (Capitulo 7).

Logo, como liﬂmf(x) =Le lgng(x) = M, dado& > 0, escolha §, paraque 0 < |x — a| < §,, entdo|f(x) — L| < &/2,
e escolha 6, paraque 0 < |x — a| < §,, entdo|g(x) — M| < &/2.

Logo, escolha & como o menor entre §, € 8,. Entdo, se 0 < [x — a| < §,
[(fx) + gx)) — (L + M)| = |f(x) — L| + |g(x) — M| < &/2 + &/2 = &.Isso prova o resultado pedido.

45.3 Calcule 1@%(2 — 3x) (@) examinando a tabela de valores proximos de 5; (b) usando a definicao formal de
limite; (¢) usando a continuidade de fun¢gdes polinomiais.

(a) Faga uma tabela de valores préximos de 5:

X 4,5 49 4,99 4,999 55 5,1 5,01 5,001
2—3x —11,5 —12,7 —12,97 | —12,997 | —14,5 —133 —13,03 | —13,003
Isso sugere que 121;(2 — 3x) = —13.

(b) Se0 < |x — 5] < &, entdo
0< |-3(x — 5)| < |38,
0 < |15 — 3x| < 38,
0 < |2=3x) — (—13)] < 38,
Logo, dadoe > 0, escolhad = &, = &/3.Se 0 < |x — 5| < J, entdo

(2 = 3x) — (—13)| < 3(ef3) = ¢
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45.4

45.5

45.6

45.7

45.8

Entao, lgrsl(2 — 3x) = —13, como sugerido na tabela.

(¢) Como f(x) = 2 — 3x € uma funcdo polinomial, 1i_rgf(x) =f5=2-3-5=-13.

. 3 an . ox— 1
Encontre (a) Xgrgz(x 3x* + 2x + 8); (b) 11_1)1})62 T3

(a) Como f(x) = ¥ =3+ 2x + 8¢ uma fungdo polinomial,

Jim f(x) = f(=2) = (=2’ = 3(=2)* + 2(-2) + 8 = —16

(b) Como f(x) = ;62 :_ 13 ¢ uma funcdo racional definida em x = 4,
. _ _4-1_ 3
lim f(x) = f(4) = 21319
Encontre os limites a seguir algebricamente
Vx -4 B-x-9

.. x—15 . - .
(@ lim -5 =55 (0 lim ~ g (@) lim—%
@lm> " —jim— ¥ L L
x=5x2 — 25 x=s(x —5)(x+35)  =sx+5 0 10

_ _ lim 1
& lim V-4 V-4 _ % 1

o 1
lim = = =
ST Ny (Ve b a) Vet 4 Viimak limd - Vierd S

i (3_x)2_9_l, 9—6x+x2—9_1, —6x+x2_l, x(=6 + x)
© lim— ) X STy Ty

= lim(~6 + x) = —6

(a) D€ as definigdes formais de lim f(x) = L e xli)r}{lﬁf(x) = M. (b) Mostre que se lim f(x) = L e

XILTf f(x) = L, entdo ;lcl—g[ll fx) = L.

(a) xliliy f(x) = L significa que, dado qualquer & > 0, um niimero 6 > 0 pode ser encontrado de forma que se
0<x—a<dentdo|f(x) — L| <e. Vli)r‘rllif(x) = M significa que, dado qualquer € > 0, um nimero 6 > 0 pode
ser encontrado de forma que se 0 < a - x < §,entdo| f(x) — M| < e.

(b) Se Xli,r(r} f(x)=Le Vli)rlr} f(x) = L, entdo dado qualquer £ > 0, um nimero 8, > 0 pode ser encontrado de forma
quese 0 <x—a < 8, entdo | f(x) — L| < & e um nimero §, > 0 pode ser encontrado de forma que se 0 < a —

x < §,, entdo | f(x) — L| < &. Logo, dado qualquer & > 0, escolha 8 como sendo o menor entre §, e §,. Entdo, se

0<|x—al<8,ambos0 <x — a < §,e0 < a — x < §,serdo verdadeiros e| f(x) — L| < &, como requerido.

. x—3 sex<2 ) ) )
Seja f(x) = {6x sex =2 Encontre (a) xhﬁrg f(); (D) Xlgglﬁf(x); (c) jlcl_rgf(x).

(a) lir?+f(x) = lir?+6x =12
(b) lirgf(x) = lilg(x -3)=-1
(¢) Como ligl+ fx) # li)nzli f), li_I;I% f(x) ndo existe.

X2 -3 sex<?2
! )
72X sex =2

Seja f(x) = { Encontre (a) lim f(x); (b) lim f(x); (¢) lim f(x).
(@) lim /() = lim e = 1
& xli»nzlff @) = Xligl,(xz -3 =2-3=1

(c¢) Since xlir£1+f(x) = xliﬁrglﬁf(x) = l,ler%f(x) =1
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Calcule (a) lim Vx; (b) lim, V.
@ limVx = Viimx = V4 =2
(b) Como V/x ndo & um ntimero real para qualquer valor de x préximo de —4, 1_i>11714 V/x ndo existe.

Seja f(x) = . Caleule (@) lim £ () Jim f(2); () lim £,

Considere a tabela a seguir:

X 1,5 1.9 1,99 1,999 2,5 2,1 2,01 2,001

% -2 —10 —100 —1000 2 10 100 1000
X —

(a) A partir da tabela, parece que lirgl+ f(x) ndo existe; contudo, pode ser dito que lgrg f(x) = oo,
(b) A partir da tabela, parece que hl? f(x) ndo existe; contudo, pode ser dito que liérglf fx) = —oo.

(¢) Como llgl+ fx) # 11)1‘[217 fx), li_rgf(x) nao existe.

. _ x+3 . . . . .
Seja f(x) = 7(x — 2)2.Calcule (a) Xll)rg fx); (b) xll)nzg f(x); (c) ll_rg f(x).
Considere a tabela a seguir:
X 1,5 1,9 1,99 1,999 25 2,1 2,01 2,001
x+3
=2y 18 490 49.900 | 4.999.000 22 510 50.100 | 5.001.000

(a) A partir da tabela, parece que lgg f(x) ndo existe; contudo, pode ser dito que 1H£1 f(x) = co.
(b) A partir da tabela, parece que ll)rg f(x) ndo existe; contudo, pode ser dito que li%! f(x) = .

(¢) Como 1LI£1+ fx) = lgg f(x) = o, pode ser dito que lig% fx) = oo,

Pode ser mostrado que lim Tcl” =0e lim —xln = (0 para qualquer valor positivo de n. Use esses fatos para
— o x—>—©
calcular !

X
2x + 2 . 5
(a) 11mx+3,(b) xLHPooixz-i-G
@ lim 22 iy 2 Y _ w2+ 2l 9400
DB 3 TSR3 Giml + 3lim(1x) - 1+ 30

lim (5/x?) 5 lim (1/x?)
(b) lim S = i - 30
=ex? 4+ 6 lim 1+ lim(6/x%)  lim 1+ 6 lim(1/x») 1+6-0
Discuta como uma funcao pode ndo ser continua para um valor em particular e dé exemplos.

Uma funcio f(x) € contiinua para um valor a se liin f(x) = f(a). No entanto:

1. fla) pode ser ndo definida. Por exemplo, considere f(x) = %em x =0, o0u f(x) = Vixem qualquer valor negativo

2
de x, ou f(x) = ); — ;emx=2.

2. O limite li_r)n f(x) pode nio existir. Por exemplo, considere f(x) = %em x =0ou f(x) = {

x2sex <2

3xsex = zemx:2.
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3. O limite 1i_rpf(x) pode existir e f(a) pode ser definida, mas 1i_r)nf(x) # f(a). Por exemplo, considere

x2sex #2

S = { 3 sex = 2 SM¥= 2 onde lim f(x) = 4,mas f(2) = 3.
45.14 Analise a derivada da fungdo f(x) = |x|.

Jx+ h) — f(x)
A :

Encontre lim
h—0

S+ ) = fx) xR x|
lim = lim
=0 h h—0 h

Se x > 0, entdo para um / suficientemente pequeno, 7, X + 1 > 0,]ogo

N N (G N e el R e S T
lim = lim = lim = lim— = liml =1
h—0 h = h =0 h —oh =0

Se x < 0, entdo para um £ suficientemente pequeno, X + 2 < 0,1ogo

S+ h) —f Pt hR—x]  —(x+ k) — (—x)
lim = lim =lim————
h—0 h h—0 h h—0 h

e T
=l = = 1

Se x = 0,no entanto,

O £ I e el L R 1
lim = lim = lim—
0 h =0 h =0 h

Este limite ndo existe, uma vez que

li m: li ﬁ: lim1 = 1 mas
=t Pt
tim L i = i -1y = —1
=0 h =0 h =0
l1sex >0
Resumindo, se f(x) = |x|,entdo f'(x) = {—1lsex <0

ndo definida sex = 0
45.15 Encontre as derivadas das fungdes a seguir:
(@) f(x) = ¥5(b) f0) = Vx> 0;(0) f(¥) = 5, x # 0.

f&x+h) — f)

(a) Encontre }lll_r}(l) 7

a0 -
lim =
=0 h h

X+ 3%+ 3xkE + R — P
= lim
=0 h

L 3xh + 3xhE 4+ R
= lim—————F
=0 h

- h(3x* + 3xh + h?)
=lm———
=0 h

= lim(3x* + 3xh + 1)

= 3x2
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f&x+h) — &

(b) Encontre %1_{% h
e+l —f0) Vx+h— Vax
him h = ling I

=lim\/x-i- —\/);Vx-i-h-i-\/;c

=0 h Vi + h+ Vi

x+h—x

lim——
=0 p\N/x + h + V)
fim—
=0p\Nx + h + Vi)

, i
=lim—F——
PONx + b+ Vi

1

2Vx

Isso € definido, desde que x > 0.
S+ h) = f(x)
I —

(¢) Encontre lim
=)

Cfxe+h) — fx) o W+ h) — 1ix
lim im

=0 h =0 h
— x—(x+h
T (e + R

i —h
i hx(x + h)
I
hl—I>I(1)x(x + h)

—1
2

45.16 Encontre a equagdo da reta tangente ao grafico de
1
(@ f@) = 2% em (2,8); (b) fx) = Vx,em (4,2); () f(x) = y.em (—1, —1)
(a) Usando a derivada encontrada no problema anterior, descobrimos que o coeficiente angular da reta tangente em
(2,8) € f'(2) = 3- 22 = 12. Usando a forma ponto-angular da equagio de uma reta, descobrimos que a equagio
da reta que passa por (2, 8) e com coeficiente angular 12 ¢
y—8=12(x — 2)
y—8=12x — 24

y=12x — 16
(b) Usando a derivada encontrada no problema anterior, descobrimos que o coeficiente angular da reta tangente em
“4,2)éf'4) = L\/ = % Usando a forma ponto-angular da equac@o de uma reta, descobrimos que a equagao
2V4
da reta que passa por (4, 2) e com coeficiente angular % é
1
y—2=46-4
y—2= ix -1
y = lx + 1

4
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(c) Usando a derivada encontrada no problema anterior, descobrimos que o coeficiente angular da reta tangente em

P |
(—L=DEFED = =5
equacdo da reta que passa por (—1, —1) e com coeficiente angular —1 &

y— (=D =D — (=D]
y+1l=—-x-1

= —1.Usando a forma ponto-angular da equag@o de uma reta, descobrimos que a

y=-—x—2
Problemas Complementares
45.17 Encontre os limites a seguir de forma algébrica:
2
. . . s . oxt =1
(a) X1_1>n33(5x + 1); (b) 11_r>r%(2x 8x + 7); (¢) Xl_1)n}3)( 5

45.18

45.19

45.20

45.21

45.22

45.23

45.24

Resp. (a) —14; (b) —1;(c) 1

Encontre os limites a seguir de forma algébrica:
24 o Vx—10 o 44 o (k=3P +27
(@ lims =5 0 lim 00 * (@ Ims— (@ lim—%

Resp. (a) 2; (b) 5; (¢) ndo existe; (d) 27

Use a defini¢do formal de limite para provar:
Se li_r)nf(x) =Le 1i_r)11g(x) = M, entdo lgn[f(x) —g)] =L - M.

Xsex <3
3xsex = 3

Seja f(x) = { Encontre (a) lim f(x); (b) lim f(x); () lim f(x)

Resp. (a) 9; (b) 27; (c) ndo existe

W8 sex <3 b ontre (@) lim £ (5) lim £ (©) lim f(2)
3x sex =3 @) lim f(x); (b) lim f(); () lim fx

Seja f(x) = {

Resp. (a)9; (b) 9; (¢) 9

Encontre os limites a seguir:

(a) li_r)r}‘ V2 — x;(b) 1_i)n)4\/5 - X
Resp. (a) ndo existe; (b) 3

Seja f00) = X5 Encontre (@) lim f00; (b) lim f00): (©) lim f0).

Resp. (a) »; (b) —o°; (¢) ndo existe
1 —x
(x — 3)*
Resp. (a) —; (b) =05 (c) —

Seja f(x) = Encontre (@) lim f(x); (b) lim f(x); (¢) lim f(x).
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45.27

45.28

45.29
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Calcule os limites a seguir:

100x . . 100x2
2 T (b) th

—-x5x2 — 1
Resp. (a) 0; (b) 20

(@) lim

Mostre que se f(x) = mx+b, onde m e b sdo constantes, entdo f'(x) = m

Encontre as derivadas das fungdes a seguir:

N 1
(@ f(x) = x5 D) f(x) = Vx =4, x> 4(0) fx) = 2
1

2Vx —4

Encontre a equagio da reta tangente ao grafico de

Resp. (a) f'(x) = 4x% (b) f'(x) =

(@) f() = x*em (1, 1); (b) f(x) = Vx — 4,em (5, 1); (o) f(x) = %,em<

Resp. (a) y = 4x — 3;(b) y = %x - %;(c) y=—1l6x + 12

Mostre que se f(x) = x", onde n é um inteiro positivo qualquer, entdo f'(x) = nx"~ .

(Dica: Use o teorema binomial.)

XA fW =

1

E,

4

—  «E»



A
AAL, caso, 241-242, 245-246
Abcissa, 54
ALA, caso, 241-242, 245-246
Altura, 85
Amplitude, 188, 190
Angulos, 197
complementares, 199
coterminais, 199, 202
de referéncia, 201, 206
em posicao candnica, 197
em um quadrante, 197
medi¢do em graus, 198
medi¢ao em radianos, 198
suplementares, 199
vértice de, 197
Argumento, 271-272
Assintotas
de uma hipérbole, 339, 343
horizontais, 133-138
obliquas, 135-138
verticais, 132, 136-137
Axiomas para o sistema de nimeros reais, 1-2

B
Bissetor perpendicular, 63-64

C
Cardioide, 266
Caso de ambiguidade, 246-247
Centro

de um circulo, 57-58

de uma elipse, 337

de uma hipérbole, 338-339
Cicloide, 267
Circulo, 57-58, 62-63

centro de, 57-58, 62-63

raio de, 57-58, 62-63

reta tangente ao, 85
Circulo unitdrio, 57-58, 176-177
Coeficiente angular, 79-80
Coeficientes binomiais, 381
Completando o quadrado, 30-31,34-35, 95
Componentes de um vetor, 254, 257
Comprimento do arco, 198, 202-203
Continuidade, 389-390
Coordenadas polares, 261

possiveis conjuntos de, 261, 264
Coordenadas polares e cartesianas, 262-263

relacdes de transformagdo, 264

Cosseno, 177-178, 187
lei de, 241-242, 247
Crescimento exponencial, 154, 156
Crescimento populacional, 155
ilimitado, 155, 159
logistica, 155, 159
Curva cosseno, 187
Curva seno, 187
Custo/demanda, 109-110, 112

D
Decaimento exponencial, 154, 156
Decaimento radioativo, 155, 160
Decibel, 169-170
Decomposicdo em fracdes parciais, 294-295
Demanda, 108-109
Depreciacio linear, 84-86
Depressao, angulo de, 242-243
Derivada, 389-390
Desigualdade, relacdes de, 41
Desigualdade triangular, 49-50, 53
Desigualdades, 41

equivalentes, 42-43

lineares, 42-43

nao lineares, 42-44
Determinantes, 322-323

cofatores, 322-323

propriedades de, 323-327

reduzidos, 322-323
Dilatacao, 88-89
Diregdo, 241-242
Diretriz

de uma elipse, 359

de uma hipérbole, 359

de uma pardbola, 330-332
Discriminante, 30-31, 356-357
Distancia

de ponto a reta, 330-333

entre dois pontos, 54, 58-59
Distributividade dupla, 2-3, 8-9
Divisao

de polindmios, 115-116

sintética, 116-117

E

e, 154

Eixo maior, 337

Eixo menor, 337

Eixos, 54, 330-331
focal, 338-339
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rotagdo de, 349-350

transverso, 338-339
Eixos de coordenadas, 54
Elevagio, angulo de, 342-343
Eliminagdo de Gauss-Jordan, 289-290
Eliminagdo gaussiana, 288-289
Elipse, 337

equagdo de, 337, 339
Equacdes, 29-30

contendo radicais, 31-32

de segundo grau, classifica¢do, 356-357

em forma quadrética, 35-36

equivalentes, 29-30

exponenciais, 168-169

lineares, 29-30

literais, 31-32, 35-36

logaritmicas, 168-169

nao lineares, 29-30

quadraticas, 30-31

sistemas de, 279-280

trigonométricas, 213-216
Equagdes de transformacio

em rotagdo, 349-351

reversa, 352-353
Equagdes paramétricas, 262-263, 267
Escala Richter, 169-170, 173
Escalares, 252-253
Escalas logaritmicas, 168-169

relacdes de funcdes logaritmico-exponencial, 162-163

Excentricidade, 339, 346
de uma pardbola, 359
Expoentes, 15
inteiros negativos, 15
leis de, 16
ndmeros naturais, 15
propriedades de, 154
zero, 15
Expressoes racionais, 20, 294-295
Expressoes radicais, 21-22
forma radical mais simples, 21-22
racionalizando o denominador, 22-23, 25-26
racionalizando o numerador, 22-23, 25-26

F

Fatorial, 363
Foco

de uma elipse, 337

de uma hipérbole, 338-339

de uma pardbola, 330-332
Formula de Mollweide, 250-251
Férmula de mudanca de base, 168-169
Férmula de mudanca de fase, 231-232, 237-238
Férmula do ponto médio, 58-59, 62-63
Férmula quadrdtica, 30-31
Férmulas, 31-32
Férmulas de angulos duplos, 220-221, 224-225
Férmulas de meio-angulo, 221-222, 225
Férmulas de soma e diferenga, 220-223
Férmulas produto-soma, 221-222, 226
Férmulas soma-produto, 221-222, 226
Fra¢des complexas, 20, 23-24
Fungoes, 68-69

algébricas, 146-147

compostas, 104, 108-109
constantes, 69-70
crescentes, 69-70
decrescentes, 69-70
dominio de, 68-69, 71-72
encontrando inversas de, 106-107, 110
exponenciais, 154
gréificos de, 69-70
imagem de, 68-69
impares, 69-70
impares e pares, 69-70, 112
injetoras, 105-106, 109-110
inversas, 105-106, 110
linear, regras de, 79-80
lineares, 79-80
logaritmicas, 162-163
maior dominio possivel, 68-69
notagdo para, 68-69
pares, 69-70
periddicas, 113, 177-178, 230-231
polinomiais, 114

fazendo graficos de, 118-119
produto e quociente, 104
quadréticas, 95
racionais, 132

fazendo gréficos de, 132, 135-138
soma e diferencga de, 104
valores de entrada e saida, 68-69
valores maximo e minimo em, 96

Funcdes trigonométricas, 177-178

aproximacao de calculadora para, 208-209

de angulos, 199

de angulos agudos, 200

de angulos notdveis, 205-206
defini¢do de circulo unitdrio, 177-178
dominio e imagem de, 178-180
férmulas de angulos duplos, 220-221
férmulas de cofungdes, 220-221
férmulas de meio-angulo, 221-222
férmulas de soma e diferenca, 220-221
férmulas produto-soma, 221-222
férmulas soma-produto, 221-222
graficos de, 187

identidades de meio-angulo, 221-222
inversas, 207, 212-213, 230-231
periodicidade de, 177-178
propriedades de pares e impares, 186
redefinidas, 230-231

G

Grifico, de uma equacdo, 55-56

H

Hipérbole, 338-339
equagio de, 339

Identidade de mudanca de fase, 231-232, 237-238

Identidades, 29-30, 178-179, 211-212
para negativos, 178-179
pitagdricas, 178-179, 184-185
quociente, 178-179



reciprocas, 178-179
trigonométricas, 178-179, 211-212
verificacdo, 212-214

Identidades de meio-angulo, 221-222, 224-225

Indice
de um radical, 21-22
de uma sequéncia, 362

Inducdo matematica, ver Principio de inducéo

matematica
Inteiros, 1-2
Intensidade de som, 169-170, 173, 390-391
Intensidade de terremoto, 169-170, 173
Interceptos, 55-56, 97
x-, 55-56
y-, 55-56
Intervalos, 41
Invariante, 358
Juros compostos, 154, 157, 172-173
continuos, 155, 158, 172-173

L
LAL, caso, 241-242, 248
Lei de Coulomb, 152-153
Lei de Ohm, 150
Lei de resfriamento de Newton, 152
Lei do inverso do quadrado, 150, 152-153
Leis associativas, 1-2
Leis comutativas, 1-2
Leis de fator zero, 2-3
Leis de fechamento, 1-2
Leis de identidade, 1-2
Leis de inverso, 2-3
Leis distributivas, 1-2
Leis para negativos, 2-3
Leis para quocientes, 2-3
Limites, 387-388
infinitos, 388-389
no infinito, 389-390
unilaterais, 388-389
LLA, caso, 241-242, 246-247
LLL, caso, 241-242, 248
Loci, 330-331
Logaritmos, 162-163

M
Matrizes, 287-288, 309-310
adicdo de, 309-310
lei comutativa, 310-311
aumentadas, 288-289
diagonal principal de, 309-310
forma escada, 288-289
forma escada reduzida, 288-289
identidade, 314
igualdade entre, 309-310
inversas, 314
linha-equivalente, 287-288
multiplicacdo de, 313
nao comutatividade, 314
ndo singulares, 314
ortonormais, 321
produto por escalar, 310-311
quadradas, 309-310

inoice ————— @I

singulares, 314
subtracdo de, 310-311
transposicao de, 312, 321
zero, 309-310

Mediana, 85

Moddulo, 271-272

Mudanca de fase, 188

N

Notagdo cientifica, 16-18
Notacao de somatdria, 363
Niimeros complexos, 3-4, 117-118, 270-271
forma padrao, 22-23
forma polar, 272-273
forma trigonométrica, 270-271
operagdes, 22-23, 26-27
raiz n-ésima, 272-273
Numeros irracionais, 1-2
Numeros naturais, 1-2
Numeros racionais, 1-2

o
Ordem de operacdes, 3-4
Ordenada, 54

P
Pardbolas, 95, 330-331
equacdes de, 331-332
vértices de, 95, 330-331
Periodo, 177-178
Plano complexo, 270-271
Polindmios, 7-8
adicdo de, 7-8
divisao de, 115-116, 119-120
fatoracdo de, 9-12
grau de, 7-8, 10-11
multiplicacdo de, 8-9, 11

multiplicac@o por propriedade distributiva, 8-9

subtragio de, 8-9
zeros complexos de, 117-118
zeros de, 115-116
zeros racionais de, 117-118
Ponto critico, 43-44
Precisdo em computacdo, 241-242
Principio de inducdo matemadtica, 368-369
estendido, 369-370
Principio fundamental das fracdes, 20

Problemas colocados em linguagem natural, 32-33, 36-37

Produto interno, 255-256
Projétil, 269
Proporg¢ao, 146-147
direta, 146-147, 149-150
inversa, 146-147, 149-150
Propriedades de ordem de nimeros reais, 2-3

Q

Quadrantes, 54

Quantidade escalar, 252-253
Quantidade vetorial, 252-253
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R
Radicais, 21-22
forma radical mais simples, 21-22
propriedades de, 21-22
racionalizando o denominador, 22-23, 25-26
racionalizando o numerador, 22-23, 25-26
Reflexdo, 57-58
Regra de Cramer, 323-324
Regra de sinais de Descartes, 118-119, 122-123
Relagdo fun¢io-fungdo inversa, 105-106
Resultante, de forcas, 259-260
Reta dos nimeros reais, 3-4
Retas
forma canonica da equacdo de, 80-81
forma dois-interceptos da equagdo de, 81-82
forma ponto-angular da equagio de, 80-81
forma ponto-intercepto de, 80-81
horizontal e vertical, 79-80
normais, 85
paralelas, 80-81
perpendiculares, 80-81
tangentes, 85, 390-391
Rosacea, 266

S
Secdes conicas, 356-357
casos degenerados, 356-357, 361
em coordenadas polares, 360-361
Senos, 177-178, 187
lei dos, 241-242, 244-245
Sequéncia, 362
aritmética, 374-375
de Fibonacci, 364
definida recursivamente, 362
geométrica, 374-375
Série, 363
aritmética, 374-375
geométrica infinita, 375
Simetria, 55-56
testes para, 55-56
Sistema de coordenadas cartesianas, 54
Sistema de coordenadas polares, 261
Sistemas de equagdes lineares, 279-280
classificacdo de, 280-281
equivalentes, 279-280
solugdes de, 280-281
Sistemas de equagdes ndo lineares, 302

T
Taxa de variacdo
instantanea, 390-391
média, 70-71
Teorema binomial, 381, 384
demonstracdo, 384-385
Teorema da fatoracdo, 116-117, 120-121
Teorema de DeMoivre, 271-272, 275-276
demonstracgio por indu¢do matematica, 372
Teorema do resto, 116-117, 119-120
Teorema do valor intermediario, 118-119
Teorema fundamental da dlgebra, 117-118
Teorema pitagdrico, 32-33
Terceira lei de Kepler, 152
Teste da reta horizontal, 105-106
Teste da reta vertical, 69-70
Transformagoes elementares, 87-88
Translagio
horizontal, 88-89
vertical, 87-88
Triangulos, 63, 240-241
obliquos, 241-242
retangulos, 200, 240-241

\'

Valor absoluto, 3-4, 49-50

em desigualdades, 50-51

em equagdes, 49-50

propriedades do, 49-50
Variacdo, 146-147

combinada, 147

conjunta, 147

direta, 146-147, 149-150

inversa, 146-147, 149-150
Velocidade, 390-391
Velocidade angular, 210
Vetores, 252-253

adicdo de, 253

algébricos, 254

angulo entre, 255-256, 258

equivalentes, 252-253

magnitude de, 252-253, 255-256

multiplicac@io por um escalar, 253

ortogonais, 260

produto interno de, 255-256

subtracdo de, 253

unitarios, 259

zero, 253
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